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Fehler: Arithmetisches Mittel, Standard-

1. Geltungsbereich

Diese Norm gilt allgemein sowohl fiir die Betrachtung
der Fehler eines MeBgerites als auch fiir die Beurtei-
lung der Fehler von einzelnen Meflwerten und von
Mittelwerten aus MeBreihen.

2, Fehlerquellen und Fehlerarten

2.1, Jedes MeBergebnis wird verfilscht durch Unvoll-
kommenheit des Melgegenstandes, der MeBgerite (ein-
schlieBlich MaBverkorperungen) und der MeQBverfahren,
auBerdem durch Einflisse der Umwelt und der
Beobachter, sowie durch zeitliche Verinderungen
bei allen diesen Fehlerquellen (siehe auch Anmerkun-
gen am Schluf3 der Norm).

2.1.1. Als die MeBergcebnisse verfilschende Umwelt-
einfliisse sind zu beachten z. B. Temperatur, Luftdruck,
Feuchte, Spannung, Frequenz und fremde elektrische
oder magnetische Felder.

2.1.2. Verfilschende personliche Einfliisse sind ab-
hingig von den Eigenschaften und Fihigkeiten der
Beobachter (z. B. Aufmerksamkeit, Ubung, Sehscharfe,
Schatzungsverméogen).

2.1.3. AuBerdem kann ein Meflergebnis verfilscht
werden durch Irrtiimer der Beobachter, durch Wahl
eines ungeeigneten Mel3- oder Auswertungsverfahrens,
ferner durch Nichtbeachten einer Fehlerquelle. Der-
artige Versehen sind grundsitzlich vermeidbar und
werden in dieser Norm nicht beriicksichtigt.

2.2.4. Systematische Fehler werden hauptsichlich
hervorgerufen durch Unvollkommenheit der MeBgerite,
der Mefverfahren und des MeBgegenstandes, in zweiter

Stichwortverzeichnis

Linie von Einfliissen der Umwelt und persdnlichen
Einfliissen der Beobachter (siehe Abschnitt 2.2.3).

2.2.2. Systematische Fehler haben einen bestimmten
Betrag und ein bestimmtes Vorzeichen (entweder 4
oder —). Erfaflbare systematische Fehler gollen durch
Anbringen von Korrektionen (Berichtigungen; siehe
Abschnitt 3.3) ausgeschaltet werden. Wird der MeB-
wert nicht berichtigt, so ist das MeBergebnis unrich-
tig; es hat einen (systematischen) Fehler (siche An-
merkungen und Abschnitt 3).

2.2.3. Es gibt auch systematische Fehler, die auf
einfache Weise nicht erfaBbar sind, die aber in manchen
Fillen abgeschitzt und beim Ermitteln der MeBun-
sicherheit nach Abschnitt 6 beriicksichtigt werden
koénnen (siche auch Anmerkungen).

2.2.4. Zufallige Fehler werden hervorgerufen von
wiihrend der Messung nicht erfabaren und nicht beein-
fluBbaren Anderungen der MeBgerite (z. B. Reibung,
Abnutzung), des MeBgegenstandes, der Umwelt und
der Beobachter. Wiederholt derselbe Beobachter an
demselben MeBgegenstand eine Messung der gleichen
MeBgroBe mit demselben Mellgerat unter den gleichen
Bedingungen oder vergleicht ein Beobachter dasselbe
MeBgerit mit demselben Normal unter den gleichen
Bedingungen mehrmals, so werden die einzelnen MeB-
werte voneinander abweichen, sie ,,streuen** (siche auch
Anmerkungen und Abschnitt 4.5.1 und 4.5.2).

Die zufilligen Fehler schwanken ungleich nach Betrag
und Vorzeichen (). Sie sind im einzelnen nicht erfaB-
bar und machen das Ergebnis unsicher. Sie kénnen
aber in ihrer Gesamtheit durch geeignete RechengroBen
zahlenmiBig abgeschitzt und gekennzeichnet werden
und zwar um so zuverlissiger, je grofer die Anzahl der
ausgefithrten Messungen ist (siche Abschnitt 4).

Fortsetzung Seite 2 bis 6
Anmerkungen Seite 6 bis 11

Ausschuf3 fir Einheiten und Formelgrofien (AEF) im Deutschen Normenausschu3 (DNA)
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3. Fehler und Korrektion bei MeBgeriten

3.1. Die mit MeBgeriten erhaltenen Werte einer Mef3-
groBe sind grundsitzlich nicht fehlerfrei (siehe Abschnitt
2). Der jeweilige Unterschied zwischen dem gemessenen
(angezeigten, ausgegebenen) Wert z, und dem direkt
(fundamental) ermittelten oder durch Vergleich mit einem
Normalgerit oder mit einem Normal ermittelten, als
,richtig" geltenden Wert z, wird Fehler (F) genannt.
Dieser Fehler ist grundsitzlich systematischer Art
(siehe auch Anmerkungen).

Fiir alle MeBgerate gilt:

Fehler gleich angezeigter (ausgegebener) Wert
minus richtiger Wert (F = 2, — ;).

Im einzelnen ist zu beachten:

3.1.1. Bei anzeigenden MeBgeriten ist z, der am
MeBgerat abgelesene ,angezeigte Wert, die Anzeige
(Istanzeige). Der richtige Wert z, (Sollanzeige) ist die
Anzeige, die ein fehlerfreies MeBgerdt angeben wiirde
(praktisch ermittelt z. B. durch Vergleich mit einem

Normal).

3.4.2. Bei Maflverkorperungen (Begriff siche
DIN 1319 Blatt 2) entspricht dem Wert z, (Anzeige)
das durch die Aufschrift angezeigte Nennma 8 (Nenn-
wert) Zn. Derrichtige Wert z; ist der durch Messung, z. B.
durch Vergleich mit einem Normal, ermittelte Wert der
MaBverkorperung.

Im Zweifelsfall ist stets anzugeben, worauf (z. B.
Anzeige, Aufschrift), sich der Fehler bezieht.

3.2. Derrelative Fehler der Anzeige eines MeBgerites
wird normalerweise auf den richtigen Wert bezogen,
also:

relativer Fehler gleich

Anzeige minus richtiger Wert
richtiger Wert

Zur Kennzeichnung eines MeBgerites wird der relative
Fehler in manchen Fillen auch auf den Endwert des
MeBbereiches bezogen (siehe z. B. VDE 0410):

relativer Fehler gleich

Anzeige minus richtiger Wert,
Endwert des MeBbereichs

Im Zweifelsfall ist stets anzugeben, worauf der relative
Fehler bezogen ist (siehe auch Anmerkungen).

Bei einer MaBverkorperung (im Sinne von Abschnitt
3.1.2) gilt:

relativer Fehler gleich

NennmaB} (Nennwert) minus richtiger Wert
richtiger Wert

3.3. Vielfach wird auch der Begriff Korrektion (Be-
richtigung) benutzt; er wird folgendermaflen definiert:
Die Korrektion (Berichtigung) hat den gleichen absoluten
Zahlenwert wie der Fehler, aber das entgegengesetzte
Vorzeichen (sieche auch Anmerkungen und Ab-
schnitt 2.2.2).
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Es gilt dann:

Richtiger Wert gleich Anzeige plus Korrektion bzw.
richtiger Wert der MaBverkorperung gleich NennmaB
(Nennwert) plus Korrektion.

4. Beurteilung der Fehier von MeBwerten.
Rechnerische Erfassung der zufilligen Fehler:
Arithmetisches Mittel, Standardabweichung,
Vertrauensgrenzen des Mittelwertes

(siche auch Anmerkungen)

4.1. Arithmefisches Mittel, Mittelwert
(siehe auch Anmerkungen)

Sind bei einer MeBreihe n voneinander unabhingige
Einzelwerte z,...x;...2, unter Voraussetzung der
Festlegungen im Abschnitt 2.2.4 gemessen worden,
so gilt als Ergebnis iblicherweise das arithmetische
Mittel aus diesen n Einzelwerten, kurz Mittelwert &
genannt (gesprochen z-quer)

zj.
1

=

_ 1
i =—
o

4.2. Standardabweichung
(siehe auch Anmerkungen)

Die wichtigste RechengroBe fir die zufdlligen Ab-
weichungen der Einzelwerte von ihrem Mittelwert ist
die mittlere quadratische Abweichung (mittlerer qua-
dratischer Fehler der Einzelbeobachtung), die Stan-
dardabweichung s genannt wird; sie wird definiert

als:
— t < 72
s—+)/ 1'_21(1. Z)t.

4.2.4. Fiir hinreichend grofle Werte von n nihert sich s
einer GroBe, die Standardabweichung g der (sehr groBen)
Grundgesamtheit genannt wird (siche auch Anmer-
kungen).

4.2.2. In vielen Fillen ist es zweckmiBig, anstelle
der Standardabweichung s die relative Standard-
abweichung s,

N 1003 o
== 0

z &

& =

zu benutzen ; diese GroBe wird auch Variationskoeffi-
zient genannt.

4.2.3. Bei einer Normalverteilung (GauB-Verteilung)
fallen im Mittel von 1000 unabhingigen Einzelwerten
praktisch:

317 auBerhalb des Bereiches: & 4 1,000
(Statistische Sicherheit P = 68,3%)

46 auBerhalb des Bereiches: 7 + 2,00
(Statistische Sicherheit P =954%)

3 auBerhalb des Bereiches: I + 3,0¢
(Statistische Sicherheit P =99,7%,
genauer 99,73 %).

Eine statistische Sicherheit von z. B. P = 68,3 % bedeu-
tet also, daB 68,39 einer sehr groBen Anzahl % von
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Einzelwerten innerhalb des Bereiches: & + 1,00 0 zu
erwarten sind.

Anstelle der statistischen Sicherheit P (auch ,,Aussage-
wahrscheinlichkeit genannt) wird in der mathematischen
Statistik vorzugsweise der Betrag (1 — P) als ,, Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit* verwendet.

In der Industrie wird bei der Fertigungsiiberwachung
zunehmend die statistische Sicherheit P =95% vorge-
zogen, auf manchen Anwendungsgebieten auch P =99 %.

Von 1000 unabhingigen Einzelwerten fallen hierbei:
50 auBerhalb des Bereiches: & 4 1,960 (P = 959%),
10 auBerhalb des Bereiches: £ 4 2,580 (P = 99%)
(sieche Anmerkungen).

4.3. Vertravensgrenzen und Vertravensbereich

des Mittelwertes

(siche auch Anmerkungen).
Der in Abschnitt 4.1 definierte Mittelwert wird meist
als endgiiltiges MeBergebnis einer MeBreihe (mit von-
einander unabhingigen und gleich zuverlissigen Einzel-
werten) angegeben. Der Beobachter darf nicht ohne
weiteres annehmen, daB dieser Mittelwert gleich dem
gesuchten wahren Wert der MefgroBe ist, der bei
Abwesenheit von systematischen Fehlern nur aus einer
sehr groBlen Anzahl von EinzelmeBwerten gewonnen
werden kann. Es ist aber moglich, zwei Grenzen — ober-
halb und unterhalb des gefundenen Mittelwertes —
anzugeben, zwischen denen (bei Abwesenheit von syste-
matischen Fehlern) und unter Voraussetzung einer
Normalverteilung der wahre Wert mit der gewahlten
statistischen Sicherheit P zu erwarten ist.

Diese Grenzen heiBen Vertrauensgrenzen des Mittel-
wertes. Der Bereich, den diese Grenzen einschliefen
(Intervall zwischen den Vertrauensgrenzen), heifit
Vertrauensbereich des Mittelwertes.

Stets sollte beim Vertrauensbereich, wie bei allen
Fehlerangaben, die gewahlte statistische Sicherheit P
oder die Uberschreitungswahrscheinlichkeit (1 — P)
angegeben werden. .

4.3.4. Die Standardabweichungo der Grundge-
samtheit (siehe Abschnitt 4.2.1) ist nicht bekannt.
In diesem Fall sind die Vertrauensgrenzen gegeben
durch:

_ t
obere Vertrauensgrenze: T+ = 8
Va
_ t
untere Vertrauensgrenze: & — V- 3
n

In vereinfachter Schreibweise bezeichnet man oft als
Vertrauensbereich den Ausdruck

t
Vn
Dabei hingt der Faktor ¢ von der gewihlten statistischen

Sicherheit P und auBerdem von der Anzahl n der Einzel-
werte ab (siche Tabelle in Abschnitt 4.3.1.1).

+

8.

4.3.1.1. Fir die drei heute iiberwiegend benutzten
statistischen Sicherheiten P = 68,3%, P = 95,0% und
P = 99,73 9 sowie fiir P = 99% sind die zugeordneten
Werte fiir den Faktor ¢ (¢-Verteilung nach Student) und
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t/l/; in der nachstehenden Tabelle zusammengestelit
(siehe Anmerkungen). Voraussetzung fiir die Zuordnung
zu einer bestimmten statistischen Sicherheit P ist das
Vorhandensein einer Normalverteilung.

Werte fir ¢ und t/V—n_ (gerundete Zahlenwerte) bei ver-
schiedener statistischer Sicherheit P

5 2 Werte fir ¢ und t/VI
S
j _; 15-Regel | 30-Regel
'E E P =68,3%P=99,73%| P = 95°% | P = 999%
SR, et aWm |t Ve |t oV
(2)] (1,8) (1,3) (235) (166) {(12,7)(9,0) | (64) (45)
311,32 0,76 19,2 11,1 43 25 99 5,7
41120 060; 92 46 32 16 58 29
5:i1,15 051166 3,0 28 12446 21
6 i1,11 045} 55 23 26 105140 16
8 11,08 0,381 4,5 1,6 24 084135 1,24
10 1,06 0,34 { 4,1 129]23 0,72 3,2 1,03
20 {1,03 02334 077}21 047 {29 064
30 1,02 0,19 3,3 060 2,0; 0,37 | 28 0,50
50 {1,001 0,14 | 3,1, 04520 02827 038
100 { 1,00 0,10} 3,1 03120 02026 026
200 {1,00 0,07 |30, 02219, 0,14 26 0.8
B
zn & 10 0 30 0 1,96*) 0 258 0
ek

Das iiber jede physikalisch sinnvolle Grenze hinaus-
gehende Anwachsen von ¢ bei kleiner Anzahl n, beson-
ders fiir hohe statistische Sicherheit P, zeigt, daB bei
nur zwei Messungen iiberhaupt keine reale statistische
Aussage mehr gemacht werden kann, wenn s oder ¢
nicht aus fritheren Beobachtungen bekannt sind (siehe
Abschnitt 4.3.2).

4.3.2. Die Standardabweichung ¢ der Grund-
gesamtheit (siche Abschnitt 4.2.1) ist bekannt.

Ist die Standardabweichung o der Grundgesamtheit aus
einer geniigenden Anzah! friihcrer Messungen bekannt,
z. B. aus geniigend vielen fritheren MeBreihen (siche
auch Anmerkungen), so vereinfachen sich die symbo-
lisch geschricbenen Ausdriicke fiir die Vertrauens-
grenzen und den Vertrauensbereich des Mittelwertes
aus n Einzelmessungen zu

F+ V"_ fiir die statistische Sicherheit P = 68,39,
n

z 4+ ;Z fiir die statistische Sicherheit P = 99,73%
n

T+ 1’]?20 fiir die statistische Sicherheit P = 93%
n

T+ 2'5§U fiir die statistische Sicherheit P = 99°;.
n

*) Vielfach wird es geniigen, hier ¢ ~ 2 zu setzen.
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44. Angabe des MeBergebnisses
(siehe auch Anmerkungen)

Das vollstindige Ergebnis einer MeBreihe von # Einzel-
werten (MeBergebnis) gibt man durch den (von syste-
matischen Fehlern befreiten) Mittelwert g und den
Vertrauensbereich (fiir die statistische Sicherheit P) an,
und zwar:

entweder in der Einheit der MeBgroBe als

- ¢
Tg £ —=3s
Va
oder, wenn man den Vertrauensbereich relativ, im Ver-
héltnis zum Mittelwert ausdriicken will, als

Ze(1 4+ &) mit e = —— -

Vn

45. Versuchsvoraussetzungen

Vor der statistischen Behandlung von MeBwerten einer
MefgroBe ist zu priifen, ob die Messungen unter den
gleichen Versuchsbedingungen und unabhingig von-
einander durchgefiihrt worden sind. Es hat sich heraus-
gestellt, daB man zweckmiBig zwischen folgenden
beiden Grenzfillen praktischer Versuchsvoraus-
setzungen unterscheidet:

_®_(siche Abschnitt 4.2.2).
ZE

4.5.1. Wiederhol-Bedingungen

Ein Beobachter bestimmt den MeBwert mit ein und
demselben MeBgerit nacheinander wunter gleichen
Arbeitsbedingungen (siche auch Anmerkungen und
Abschnitt 2.2.4). Unter Wiederhol-Bedingungen sind
systematische Fehler nicht erkennbar.

4.5.2. Vergleich-Bedingungen

Verschiedene Beobachter fiihren Messungen in verschie-
denen Laboratorien unter Verwendung von verschiede-
nen MeBgeriten der gleichen Bauart durch. In diesem
Fall ist die Standardabweichung im allgemeinen groBer
als im Fall der in Abschnitt 4.5.1 beschriebenen Wieder-
hol-Bedingungen, weil unter Vergleich-Bedingungen die
MeBergebnisse auch noch mfolge systematischer Fehler
,zwischen den Laboratorien* voneinander abweichen.

4.5.3. Wiederhol- und Vergleich-Bedingungen (Ab-
schnitt 4.5.1 und 4.5. 2) sind als Grenzfille hier besonders
aufgefithrt. Die Wiederhol-Bedingungen entsprechen
dem iiblichen Fall in einem einzigen Laboratorium, die
Vergleich-Bedingungen sind Voraussetzungen etwa eines
Ringversuches mit verschiedenen teilnehmenden Labo-
ratorien (siche auch Anmerkungen). Bei geniigend gro-
Ber Anzahl Teilnehmer an einem Ringversuch lassen
sich die Standardabweichungen ,,innerhalb der Labo-
ratorien (Wiederhol-Bedingungen) und ,,zwischen den
Laboratorien (Vergleich-Bedingungen) mit Hilfe einer
Varianzanalyse trennen.

Beispiele:

Bei vielen genormten MeBverfahren im Bereich der
Mineralolpriifung ist die Standardabweichung unter
Vergleich-Bedingungen etwa doppelt so groB wie die
Standardabweichung unter Wiederhol-Bedingungen.
Fiir die Hirtemessung nach Rockwell ist das Verhiltnis

beider Standardabweichungen sogar etwa 5: 1. Nur in
Ausnahmeféllen sind beide Werte gleich groB.

5. Fehlerfortpflanzung

Die bisherigen Betrachtungen haben sich auf die Defi-
nition des systematischen Fehlers und der RechengréBen
fir die zufélligen Fehler (Standardabweichung, Ver-
trauensbereich) bei der experimentellen Ermittlung einer
einzelnen MeBgrofle beschrankt. Ist das MeBergebnis
aber eine Funktion einer oder mehrerer MeB8groBen
(MeBwerte), so ist der Fehler des MeBergebnisses nach
der Fehlerfortpflanzungsregel zu ermitteln. Die Fehler-
fortpflanzung ist fiir die erfaBten systematischen Fehler
anders zu behandeln als fiir die RechengroBen der zu-
falligen Fehler (siehe auch Anmerkungen).

F‘ehler

5.1. Fehlerfortpfl
Der systematische Fehler Ay einer Funktion

g fur systematisch

y=Flz, 2...2y... 2,)
kann aus den geniigend kleinen systematischen Feh-
lern Az, bis Az, der einzelnen voneinander unabhingi-
gen Mefgroien x, bis 2, nach folgender Formel berechnet
werden:

oF oF . OF oF
Ay—Z (ax, AI’}:B_zle‘+_ax3 Azy+... P Az,

(Vorzeichen beachten!).

Ist z. B. y = k-x™, so ist der Fehler der Funktion y

e
Ay=m " Az
und ibr relativer Fehler
Ay _ A=z
y z

Eine Berechnung der Fortpflanzung erfaBter systema-
tischer Fehler entfillt, wenn diese aus den MeBwerten
eliminiert sind.

5.2. Fehlerfortpflanzung fiir Rechengriéfen
der zufilligen Fehler

Sind unter der Voraussetzung einer Normalverteilung
der MeBwerte die Standardabweichungen s, bis s, (ge-
wonnen aus Mefireihen mit gleicher Anzahl der Einzel-
werte) der voneinander unabhingigen MeBgréfen #,
bis #, bekannt, so berechnet man die Standardab-
weichung s, des MeBergebnisses y = F (%, ... 4 ... 4,)
unter der Voraussetzung: s; < &, aus der Formel:

o = d 617"8z
’_}m oz,

Ist jeweils die Standardabweichung o der Grund.
gesamtheit bekannt, so tritt an die Stelle von s die
Gréfe o; die Formel fiir s, gilt streng nur fiir ¢, und o;.
Ist z. B. das MeBergebnis y eine lineare Funktion

Y=a,% +a,®y + ...

der Variablen #, bis #, deren Standardabweichungen
8, bis s, bekannt sind, so hat das MeBergebnis y die
Standardabweichung

a, T,

8y = Vias,* + (az8,)* +
Die angegebenen Gleichungen fiir sy sind zu benutzen,
wenn das MeBergebnis y als Funktion von Mittelwerten,
d.h. y = F(&,, &, ... &) oder als Funktion von Einzel-
werten, d. h. y = F(x,, z, ... z,) gegeben ist; im letzten

.. (ay8)R
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