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1 Anwendungsbereich und Zweck

Diese Norm giltim Bereich der MeBtechnik fiir die Behandlung
von Unsicherheiten bei der Auswertung von Messungen.

In der Regel konnen eine oder mehrere interessierende
physikalische GriBen einer MeBaufgabe im Experiment
nicht direkt gemessen werden, sondern miissen aus ande-
ren GriBen, die der Messung besser zugénglich sind oder
Uber die Informationen, z. B. aus der Literatur, herangezogen
werden kénnen, nach mathematischen Beziehungen er-
rechnet werden. Auch bei einer direkt gemessenen GroBe
sind die ausgegebenen Werte eines MeBgerétes oft noch
zu korrigieren. Die Frage, wie sich die Unsicherheiten der
MeBwerte und die Unsicherheiten der anderen Informatio-
nen zu den Unsicherheiten der MeBergebnisse, d.h. der
Werte der letztlich interessierenden GréBen kombinieren,
ist dabei von besonderer Bedeutung. Im Hinblick auf die
Verwertung der MeBergebnisse ist es wiinschenswert, die
Unsicherheiten in einheitlicher Weise zu behandeln. Ein
Verfahren fiir diesen Zweck ist Gegenstand dieser Norm.
Wahrend DIN 1319 Teil 3 nur im Fall einer einzelnen direkt
gemessenen physikalischen GroBe angewendet werden
kann, wird diese Einschrdnkung in dieser Norm fallenge-
lassen.

2 Festlegung und aligemeine Beschreibung
des Verfahrens

(Siehe hierzu auch Erlduterungen)

2.1 Anforderungen an das Verfahren
und seine Festlegung

Ein Verfahren zur Behandlung von Unsicherheiten bei der
Auswertung von Messungen muB, damit es Verbreitung fin-
den kann, einige Anforderungen erfilllen: es muB problem-
unabhéngig formulierbar sein und sich zwar nicht unbe-
dingt auf alle nur denkbaren, jedoch auf die weit iiberwie-
gende Mehrzahl der vorkommenden Félle in der einfachen
Laboratoriumspraxis sowie bei Prézisionsmessungen und
gerade auch bei geringen greifbaren Informationen anwen-
den lassen. Weiterhin muB das Verfahren vorliegende Infor-
mationen ohne Unterscheidung der eigenen MeBdaten von
mitbenutzten fremden Ergebnissen nebst ihren Unsicher-
heiten in der Weise konsistent verarbeiten, daB die
gewonnenen Ergebnisse und ihre Unsicherheiten unmittel-
bar wieder als Eingangsdaten fiir dasselbe Verfahren bei
einem anderen Auswertungsproblem dienen kdnnen (siehe
Bild 1). Eine groBere Auswertungsaufgabe soll auch in Teil-
aufgaben zerlegt werden diirfen. SchlieBlich muB das Ver-
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fahren einfach, leicht verstdndlich und mit niedrigem
Rechenaufwand gut anwendbar sein. Es darf nur auf weni-
gen Voraussetzungen und Annahmen beruhen, méglichst
nur geringe Kenntnisse erfordern und sollte bekannt und
dangig sein.
gandie Problem
Modell
F(x,y)=0
fremde Daten mit probismunabhinglg
Unsicherheiten

Informationen
x, S,

Ergebnisse

Auswertungs- v. S
Verfahren

Zum Eingang bei nach-
folgenden Anwendungen

eigene Daten
(MeBdaten)
mit Unsicherheiten,
auch systematischen

Eingangsdaten x mit
Unsicherheiten §,

Ausgangsdaten y mit
Unsicherheiten S,

Bild 1. Prinzip der Auswertung von Messungen mit einem
problemunabhéngigen, konsistenten Verfahren

Das ,Fehlerfortpflanzungsgesetz” von GauB — in verallge-
meinerter Form Kovarianz-Fortpflanzungsgesetz
und im folgenden kurz GauB-Verfahren genannt — er-
fiillt die Anforderungen und wird deshalb dieser Norm
zugrunde gelegt.

Den vielfédltigen Anwendungsmadoglichkeiten dieses Verfah-
rens entspricht die in dieser Norm benutzte mathematische
Formulierung. Es ist sinnvoll und zweckmaéBig, vor konkre-
ten Rechnungen die allgemeinen Gleichungen soweit wie
maglich fiir die vorgegebene Problemstellung zu speziali-
sieren. So reduziert sich die allgemeine Gleichung (38) des
GauB-Verfahrens unter den in Abschnitt 5.1.1 genannten
Voraussetzungen auf das einfache ,Fehlerfortpflanzungs-
gesetz" nach Gleichung (33).

2.2 Aussagen des Verfahrens

Alle physikalischen GréBen sind beim GauB-Verfahren
als Zufallsvariablen zu betrachten (siehe Anhang B),
auch die EinfluBgrdBen, die systematische Abweichun-
gen bewirken (siehe Abschnitte 3 und 4.2 sowie DIN 1319
Teil 1). Die EinfluBgréBen unterscheiden sich von den
gemessenen GroBen nur dadurch, daB iiber sie weniger
Informationen herangezogen werden konnen. Die Vertei-
lungen der Zufallsvariablen sind meist nicht bekannt und
auch weitgehend beliebig, da hauptsédchlich mit den
Schédtzwerten ihrerErwartungswerte (z. B. Mittelwer-
te von MeBwerten) gerechnet wird. Die Erwartungswerte
werden fiir die wahren Werte der physikalischen GréBen
genommen. AuBerdem wird gerechnet mit den empi-
rischen Varianzen und Kovarianzen der Schiatzung
der Erwartungswerte (siehe Abschnitte 3.4 und 4). Diese
dienen, zusammengefaBt zur Kovarianzmatrix, als MaB
fir die Unsicherheit.

Die Angabe der Unsicherheit in Form eines Vertrauens-
bereichs, der mindestens mit einer vorgegebenen Wahr-
scheinlichkeit (Vertrauensniveau) den wahren Wert
(Erwartungswert) einer ErgebnisgréBe liberdeckt, ist nicht
maoglich, wenn nicht die bestimmte Art der Verteilung der
GroBe bekannt ist oder eine solche angenommen werden
kann, z.B. eine Normalverteilung. Wegen dieser zusétzlich
erforderlichen Annahme einer Verteilung, die in der Praxis
allerdings durchaus realistisch sein mag, empfiehlt sich bei
Bedarf die Angabe eines Vertrauensbereichs lediglich als
Erganzung zur Angabe der Kovarianzmatrix. Bei spéaterer
Verwertung der MeBergebnisse wird jedoch aus Konsi-
stenzgriinden die Kovarianzmatrix bendtigt. Sie wird des-
halb als MaB fiir die Unsicherheit herangezogen.
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3 Modell fiir die Auswertung

Das folgende einleitende Beispiel erldutert die wichtigsten

Begriffe, auf die sich das GauB-Verfahren stiitzt. Danach

werden sie allgemein definiert. (Siehe auch Bild 1 und das

begleitende Beispiel am Ende dieses Abschnitts.)

Einleitendes Beispiel: Soll die Dichte g eines Kérpers aus
seiner Masse m und seinem Volumen V (unter Ver-
nachldssigung von EinfluBgréBen) bestimmt wer-
den, so werden die gemessenen GroBen mund Vals
EingangsgrdBen, die interessierende MeBgriBe o
als Ausgangs- oder ErgebnisgréBe und die
Beziehung g=m/Vals Modell fiir die Auswer-
tung bezeichnet. Ziel ist es,das MeBergebriis fir
die Dichte ¢ zu gewinnen und dessen Unsicherheit
aus den Unsicherheiten der Messung von m und V
zu berechnen. Als MaB fiir die Unsicherheit der
GroBen dient dabei in erster Linie die empirische
Varianz der Schatzung ihrer Erwartungswerte,
z.B. die Varianz des Mittelwerts aus MeBwerten der
GréBen m und V.

3.1 EingangsgroBen

Die vy physikalischen GréBen X; (i=1, .. ., vx), von denen

Daten und andere Informationen bei einer Auswertung her-

angezogen werden, sind die EingangsgroBen der Aus-

wertung. Sie werden als Zufallsvariablen aufgefaBt. Es
gebe also eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung
der moglichen Werte der EingangsgréBen X;. Die Schatz-
werte x; fir die wahren Werte der GroBen X; sind aus-
zuwertende Eingangsdaten (Ansdtze fiir x; siehe Ab-

schnitt 4).

Zu den EingangsgroBen X; gehoren:

a) direkt gemessene MeBgrdBen, die den Ausgaben der
MeBgerate zuzuordnen sind. In das GauB-Verfahren ge-
hen die Werte x; der MeBgroBen als Rohdaten ein, also
unkorrigiert und ohne Beriicksichtigung systemati-
scher Einfliisse (siehe Aufzahlung b), Abschnitt 3.3, Bei-
spiel 2 und Anhang A, Abschnitt A.1.1).

b) erfaBbare EinfluBgrdBen, die systematische Abwei-
chungen bewirken, auch GroBen, die der Korrektion
dienen. Die gedankliche Abtrennung der systemati-
schen Einfliisse von den MeBgréBen nach Aufzdhlung a)
und ihre Betrachtung als eigene, zusétzliche Zufalls-
variablen wird hervorgehoben.

c) ErgebnisgroBen vorangegangener Auswertungen
(siehe Abschnitt 3.2).

d) alle sonstigen GroBen, iiber die Informationen bei der
Auswertung z.B. aus der Literatur oder aus Tabellen
herangezogen werden.

Mit den vx EingangsgroBen X; wirdeineSpaltenmatrix X

gebildet:

Xy

x=|- | (1)

vX
und die Eingangsdaten x; werden analog Gleichung (1)
ebenfalls zu einer Spaltenmatrix x (Wertetabelle) zusam-
mengefaBt.

3.2 Ausgangs- oder ErgebnisgroBen

Die vyinteressierenden MeBgroBen Y; (i=1,...,vy) der Aus-
wertung heiBen Ausgangs- oder ErgebnisgréBen und
sind ebenfalls Zufallsvariablen. Die zu ermitteinden Schéatz-
werte y; fir die wahren Werte der ErgebnisgréBen Y; wer-
den MeBergebnisse oder Ausgangsdaten genannt.

Entsprechend den Spaltenmatrizen X und x der Eingangs-

groBen bzw. -daten nach Abschnitt 3. mﬂﬁ s
matrizen Y und y der vy Erag br:r‘grﬁn ' A ém

ergebnisse y; eingefiihrt. ENiZiGi Gor Ayswertung ishesidig Hub
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Spaltenmatrix y der MeBergebnisse aus der Spaltenmatrix x
der Eingangsdaten und aus dem Modell zu berechnen
(siehe Abschnitt 3.3).

3.3 Mathematische Formulierung des Modells

Ein zu bearbeitendes Auswertungsproblem wird aligemein
durch vgGleichungen F; (X, Y)=0 (i=1,...,vf) beschrieben.
Sie erfassen die gegenseitige Abhdngigkeit der inden Spal-
tenmatrizen X und Y zusammengefaBten Eingangs- und
AusgangsgroBen in impliziter Weise. Die Funktionen F; wer-
den ebenfalls analog Gleichung (1) durch eine Spalten-
matrix F dargestellt. Die Matrixgleichung

F(X.Y)=0 @

(O Nullmatrix, siehe Anhang C) enthélt dann alle mathema-
tischen Beziehungen des Problems. Sie wird Modell fiir
die Auswertung genannt. Die Ausgangsdaten y ergeben
sich aus den Eingangsdaten x iiber die Gleichung F (x, y) = O.

Die Matrizen der partielien Ableitungen des Modells Fnach
X und Y mit eingesetzten GroBenwerten xund y werden mit
Fx bzw. Fy bezeichnet ((vg,vx)- bzw. (vg vy)-Matrix, Bei-
spiele siehe Gleichungen (10) und (11)):
): (3)
-y

aF; aF;

Fe=(—-| | F=[3
Xk | xy a Yk
(i=1,...vp k=1,..,vxbzw. vy).

Eine Hauptrolle bei der Fortpflanzung von Unsicherheiten
spielt das Matrixprodukt F',,1 F, = Q (siehe Abschnitt 5.2).
Mitunter lassen sich die Ableitungen in Gleichung (3) nicht
oder nur mit groBem Aufwand explizit bilden. Sie kénnen
dann durch numerisch berechnete Differenzenquotienten
ersetzt werden (siehe Anhang D).

Sehr oft ist es mdglich und dann auch zweckméBig, das Modell
in einer nach Y aufgelosten Form FIX,Y)=Y-G(X)=0
oder

Y=G6(X) @)

explizit anzugeben, wobei G ebenfalls eine Spaltenmatrix
mit vg = vy Elementen G;(X) ist. Dann sind F, = -G, =
(=0 Gi[d Xi| x) und Fy,=I(IEinheitsmatrix, sieche Anhang C).

Haufig hangt nur eine einzelne ErgebnisgréBe Yinder Form
des Modells Y = G (X) explizit von X ab (vg=vy=1). Dann
sei (siehe Abschnitt 5.1)

c. %6
ST

Beispiel 1: Im einleitenden Beispiel ¢ = m|V nach Ab-
schnitt 3sind X;=m, Xo=Vund Y=p sowie vy =2,
vy = 1 und vg = 1. Das Modell lautet F(m, V,p) =
¢ — m[V =0 oder ¢ = G(m,V) = m|V, und es sind
dF[dm=-3G[dm=~1|V,dF[dV=-03G[dV=m|V?,
0 F/3 ¢ = 1. Daraus ergeben sich nach Gleichung (3)
die (1,2)-Matrix F, = — G, = (— 1/Vm/V?) und die (1,1)-
Matrix F, = (1). In F, sind dann noch die Werte der
GroBen einzusetzen.

(i=1,...vx). (5)

Beispiel 2: Wird eine GroBe X, direkt gemessen, und muB
aber noch eine systematische Abweichung mittels
einer GroBe X korrigiert werden, so ist Y=G (X, X3)
= X, + X, als Modell anzusetzen, um die Ergebnis-
gréBe Y zu erhalten. In dieser Sicht ist die MeBgroBe
X, fir sich betrachtet, frei von der systematischen
Abweichung zu denken. Deren EinfluB im Hinblick
auf die interessierende GroBe Y wird im Modell
durch die GroBe X, als Korrektion beriicksichtigt.

Beisplel 3: Hangen die ErgebnisgréBen linear von den Ein-
gangsgréBen ab, d. h. gilt mit der konstanten Matrix A
und Spaltenmatrix B dasModell Y=G (X)=AX +B,
sosind G,=A,F,=-Aund F,=1
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3.4 Erwartungswerte, Varianzen, Kovarianz- und
Korrelationsmatrizen und Ihre Schitzwerte

Die Spaltenmatrizen x und y sind als Schédtzwerte der
Erwartungswerte EX und EY der Spaltenmatrizen X
bzw. Y der GréBen beziiglich ihrer (nicht notwendig be-
kannten) Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu bilden. x und y
werden als Naherungswerte fiir die wahren GroBenwerte
aufgefaBt. Weiterhin werden als MaB fiir die Unsicherheit
die (empirischen) Kovarianzmatrizen 8, = (sS4 iz)
und Sy, = (s, ix) (i, k=1, ..., vx bzw. vy) als Schatzmatrizen
dertheoretischen Kovarianzmatrizen X, bzw.X, der
Schitzungen der Erwartungswerte EX bzw. EY bendtigt
(Beispiel siehe Gieichung (30)). Ansétze fir die Schétzun-
gen werden in den Abschnitten 4 und 5 behandeit. Die Dia-
gonalelemente der Kovarianzmatrizen $, und S, sind die
(empirischen) Varianzen sy ;; = s3,bzw.s, ;;=s%, ') der
Werte x; bzw. y;, ihre positiven Wurzeln heiBen (empi-
rische) Standardabweichungen. Die Nichtdiagonal-
elemente s, ;; bzw. s, ;% (i+k) heiBen (empirische)
Kovarianzen.

Anmerkung: Man beachte, daB S, und S, nicht die Ko-
varianzmatrizen von X bzw. Y sind, die z.B. den
Streuungen von MeBwerten entsprechen. Diese
Matrizen sind vielmehr Verallgemeinerungen, z.B.
der Varianz des Mittelwertes von MeBwerten bei
n wiederholten Messungen (siehe auch Abschnitt
4.1.1) und entsprechen s?/n nach DIN 1319 Teil 3.

Die (empirische) Korrelationsmatrix R, = (ry jx) der
(empirischen) Korrelationskoeffizienten r, ;; und
entsprechend auch die Matrix Ry, = (r, ;) sind definiert
durch

R.=(r r'k) = (Sx, ikfVSx, ii sx,kk) - (Sx.ik!sx; sxk)- (6)

Alle Kovarianz- und Korrelationsmatrizen sind symmetrisch
und nichtnegativ definit (positiv definit oder positiv semi-
definit, siehe Anhang C), und es muB sein (fiir §, und R, ent-
sprechend)

reii=1 |rxixl<1. @)

Begleitendes Beisplel: GréBen und Modell

Der Wirkwiderstand R, und der Blindwiderstand Ry, eines
elektrischen Leiters sollen unter Vernachléssigung von Ein-
fluBgréBen durch Messung der Scheitelspannung U einer
an den Leiter gelegten sinusférmigen Wechselspannung,
der Scheitelstromstédrke I des hindurchflieBenden Wech-
selstromes sowie des Phasenverschiebungswinkels ¢ der
Wechselspannung gegen die Wechselstromstidrke be-
stimmt werden. Als EingangsgroBen des Auswertungspro-
blems liegen die vx=3MeBgréBen X ;=U, Xo=1, X3=¢vor;
die vy = 2 ErgebnisgréBen sind Y; = R,,, Y = Ry,. Nach den
Abschnitten 3.1 und 3.2 kann angesetzt werden

: v—(R“’) (8)
+ - Rb .

—

X=

A

Das Modell ist gegeben durch die vg = 2 Beziehungen
Fi=RyI—Ucos@=0und F; =Ry, [— Usin¢ =0, so daB
nach Abschnitt 3.3 gilt

Ryl — (}cosr,o

_(Rb I- Usin ¢)=o. @

) Bei dem Formelzeichen srac aDINQ%HMM§
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Dies ist nach den einzelnen GroBen abzuleiten, um die
Matrizen F, und F, der partiellen Ableitungen nach Glei-
chung (3) zu bilden.

3F, d8F, dF,
- 9X; 3X; 9Xs =(-cosqu Ry
*\ aF, aF, 3F,

dXy 39X 83Xy

Usin ¢
: ~ ; (10)
-sin ¢ Ry, -Ucosg

dF, 0F,

Yy 8Ys Io
= E (11)

0F, 0F; 0 I

aY, 0Y,

Hier miissen noch die GroBenwerte, d. h. die Daten xund y

eingesetzt werden (siehe Fortsetzung des Beispiels in Ab-
schnitt 4).

F,=

4 Ansétze fiir die Eingangsdaten

Fiir die Berechnung der Fortpflanzung von Unsicherheiten bei
der Auswertung werden Schétzwerte x = (x;), S5 = (sx ;%) und
s% (i, k=1,..., vx) fir den Erwartungswert EX der Spal-
tenmatrix X der EingangsgréBen, fiir die theoretische Ko-
varianzmatrix X, der Schitzung von EX, bzw. im Hinblick
auf das einfache ,Fehlerfortpflanzungsgesetz” nach Ab-
schnitt 5.1 speziell fiir die Varianzen benotigt. Sie sind nach
den Abschnitten 4.1 bis 4.5 empirisch anzusetzen, z. B. bei
Wiederholungsmessungen x; als Mittelwerte aus MeBwer-
ten. Die Ansétze sind Beispiele, decken jedoch die meisten
vorkommenden Félle ab. Anderenfalls darf das Rezept ent-
sprechend den jeweils gerade verfiigbaren Informationen
modifiziert werden. Bei allem Bemiihen um sinnvolle
Ansétze fiir die Schatzwerte werden sie mitunter nicht frei
sein von einer gewissen Subjektivitdt. Das 1dBt sich nicht
vermeiden und ist verniinftig und tragbar, solange zusatz-
liche Informationen nicht vorliegen oder nur mit einem
unverhédltnisméBig groBen Aufwand gewonnen werden
kdénnen.

4.1 Wiederholt gemessene GroBen

4.1.1 Werden MeBgroBen X; unter Wiederholbedingun-
gen (siehe DIN 1319 Teil 3) mehrmals gemeinsam in nun-
abhéngigen Versuchen gemessen (siehe auch Abschnitt 4.4,
Aufzahlung a)) und ergeben sich dabei die EinzelmeBwerte

v;j (j=1,... n), so sind anzusetzen:
fiir die Schatzwerte der Erwartungswerte die Mittelwerte:
.I n
X =fi=— ) v (12)
H j=1

speziell fiir die Schéatzwerte der Varianzen der Mittelwerte,
d. h. fiir die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix:

1 n
2 =12
§5 m——— v i— 7 (13)
H n(n-—1) ,-Z:q( bi = %)
und allgemein fiir die Elemente der Kovarianzmatrix
1 n
Sy ipE——— v;i—=0;) (U j— D 14
x, ik nn—"1 j§1( ij l)( kj k) (14)

Es muB n>1, jedoch nicht n>1 sein (n=1 siehe Ab-
schnitt 4.3).

4.1.2 Werden Anzahlen X; einmal oder unter Wieder-
holbedingungen (siehe DIN 1319 Teil 3 und Abschnitt 4.1.1)
mehrmals gemeinsam in n unabhdngigen Versuchen
gemessen und werden dabei jeweils N; ; (j=1,.. ., n) Ereig-
nisse registriert, so sind anzusetzen:
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fiir die Schétzwerte der Erwartungswerte die Mittelwerte:

n
X =N,‘=l Z Ni'j; (15)
M j=1
speziell fiir die Schétzwerte der Varianzen der Mittelwerte:
2 =Nin (18)
und allgemein fiir die Elemente der Kovarianzmatrix:
Sx,u-%\lN:er’x.u- (17)

Gleichung (17) gilt nur, wenn die Korrelationskoeffizienten
rx, ix bekannt sind oder nach den Abschnittten 4.3 und 4.4
und Gleichung (6) abgeschétzt werden kénnen. Bei einem
Versuch (n = 1) ist meist r, ;= 0 filr i += k zu setzen (siehe
Abschnitt 4.4). In anderen Féllen ist nach Abschnitt 4.1.1 mit
v; j= N; j zu verfahren. Bei wiederholten Messungen einer
einzelnen Anzahl siehe auch Anhang A, Abschnitt A.4.
Anmerkung: Die Ansdtze nach den Gleichungen (15) und
(16) entsprechen Poisson-Verteilungen der Anzah-
len und gelten, solange keine weiteren Informatio-
nen vorliegen.

4.2 EinfluBgroBen

Mitunter konnen von GroBen X, insbesondere von EinfluB-
gréBen, lediglich untere und obere Grenzen a, ; bzw. a, ;
fiir inre Werte abgeschétzt werden. Sie kénnen sich z.B.
aus den Fehlergrenzen eines MeBgerites ergeben (siehe
DIN 1319 Teil 3). Dann sind anzusetzen:

fir die abgeschatzten Erwartungswerte:
1
x = E(an,i +ay,) (18)

speziell fur die abgeschatzten Varianzen:

1
s2, = B (@0,i — @y, i)? (19)

und allgemein fiir die Elemente der Kovarianzmatrix:
1
SEik=7g (@0,i — @u,i) @0,k —Bu,k) “Tx ik (20)

(r«, ir Siehe Abschnitt 4.4). Diese Ausdriicke sind ebenso zu
verwenden fiir EinfluBgréBen, die wéhrend der Messung in
ihnren Grenzen variieren, solange nichts weiteres iiber die
Artdieser Schwankung bekanntist (siehe Bild 2und Anmer-
kung). Es diirfen auch

fiir die abgeschatzten Erwartungswerte

% =Xi(0); @1
speziell fiir die abgeschétzten Varianzen

st = (Xi(t)-x)? (22)
und allgemein fiir die Elemente der Kovarianzmatrix

Sx,ik = (Xi(t) — %) (Xi () — x) (23)

eingesetzt werden, wenn lediglich diese durch Uberstrei-
chung bezeichneten Mittelwerte liber die MeBzeit f und
iiber die Anzahl der Versuche verfiigbar sind.

Anmerkung: Die Ansétze nach den Gleichungen (18) und
(19) entsprechen Rechteckverteilungen der EinfluB-
groBen zwischen ihren Grenzen. Liegen weitere
Informationen vor, so diirfen die Ansétze modifiziert
werden. Liegt z. B. der Wert einer EinfluBgréBe mit
agroBerer Wahrscheinlichkeit mehr in der Mitte des
Intervalls zwischen den Grenzen, und soll dies nédhe-

rungsweise durch eine Wahrmm
in Form eines gleichszhe il lige

den Grenzen ausged. uck. we deDsoistderiNenaerigd Hub
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Bild 2.

felx) —=

Zwei mogliche unbekannte Verlaufe einer zeitlich verénderlichen EinfluBgroBe X (t) zwischen den abgeschatzten

Grenzen a, und a,wéhrend der MeBdauer T bei wiederholten Messungen (links) und die tatsédchliche, ebenfalls nicht
bekannte Wahrscheinlichkeitsdichte fx (x) ihrer Werte x wéhrend dieser MeBdauer, gemittelt iiber die beiden Mes-
sungen (rechts). Gestrichelt: angenommene Rechteckverteilung fiir X zwischen den Grenzen. X (t) zeitlicher Mittel-

wert von X (t), gleich EX, gebildet mit fx (x).

durch den Nenner 24 zu ersetzen. Schwankt die Ein-
fluBgroBe zwischen den Grenzen sinusformig in der
Zeit, so ist, wenn ihre Schwingungsdauer klein ist
gegen die MeBdauer, der Nenner 8 statt des Nen-
ners 12 zu schreiben.

4.3 Einzelwerte

Liegt fiir manche GréBen X; nur jeweils ein einzelner Wert
vor, z.B. ein MeBwert (Fall n = 1, der nach Abschnitt 4.1.1
nicht behandelt werden kann), ein Ergebniswert einer vor-
angegangenen Auswertung, ein Literaturwert oder ein Kor-
rektionswert, so ist dieser als Schatzwert x; zu verwenden.
Die Elemente Sx, ix der Kovarianzmatrix S, und speziell die
Varianzen s, sind dann ebenfalls den Literaturangaben
oder anderen Quellen zu entnehmen oder z.B. nach der
Erfahrung abzuschédtzen (Korrektionen siehe auch Ab-
schnitt 4.5).

Werden dazu die nach den Gleichungen (14) oder (17) aus
ng friiheren Wiederholungsmessungen derselben GréBen
bestimmten Elemente s, ;x o einer Kovarianzmatrix S, o
herangezogen oder auch die entsprechenden, nach den
Gleichungen (13) oder (16) gebildeten Varianzen s,%,.,o. SO
sind anzusetzen:

speziell fur die Varianzen:
s2, =nosZo (24)
und allgemein fiir die Elemente der Kovarianzmatrix:

Sx, ik = N0 Sx, ik,0- (25)

4.4 Kovarianzen

Essind die Kovarianzen s, ;=0 und die Korrelationskoeffi-

zienten 7, ;x = 0 zu setzen fiir i = k, wenn

a) die GroBen X; und X, unkorreliert sind, z. B. wieder-
holt, aber nicht gemeinsam in verschiedenen unab-
héangigen Versuchen gemessen werden, oder

b) die GréBen X; und X, ndherungsweise als unkorreliert
angesehen werden kénnen oder sollen — z.B. zur Ver-
minderung des Rechenaufwandes (siehe Abschnitt 8.2) —
oder

c) nichts iiber die Korrelation der GréB8en X; und X be-
kannt ist.
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Letzteres folgt aus einer Mittelung der moglichen Werte der
Korrelationskoeffizienten in ihren Grenzen —1 und +1 bei
Annahme einer um den Wert 0 symmetrischen Verteilung.
Werden nicht alle Nichtdiagonalelemente der Kovarianz-
matrix S, gleich Null gesetzt, so muB die Nebenbedingung
nach Gleichung (7) beachtet und gepriift werden, ob S,
nichtnegativ definit ist (siehe Anhang C). Besitzt S, diese
Eigenschaft nicht, die garantiert, daB keine der Varianzen
s,",’i (siehe Abschnitt 5) negativ wird, so liegt ein Fehler im
Ansatz fiir S, vor. Eine diagonale Kovarianzmatrix oder eine
solche nach Gleichung (14) ist bereits nichtnegativ definit.
Lassen sich die GroBen X; so in Klassen einteilen, daB
S ik = 0 ist fiir alle Paare von GroéBen X; und X, aus ver-
schiedenen Klassen, und sind die Kovarianzmatrizen S{)
der einzelnen Klassen nichtnegativ definit, so besitzt auch
S, diese Eigenschaft.

4.5 GroBen mit geringer Auswirkung

Wirken sich die Varianzen und Kovarianzen der Schatzun-
gen der Erwartungswerte einiger GroBen X;im Vergleich zu
denen anderer nur sehr geringfiigig auf die Kovarianzmatrix
S, aus (siehe Abschnitt 5), z. B. weil diese GréBen wesent-
lich praziser gemessen werden kdnnen oder weil die Ergeb-
nisgréBen Y; nicht empfindlich von ihnen abhédngen — das
gilt besonders fiir GréBen X;, die der Korrektion dienen —,
so diirfen diese GréBen X; als Konstanten behandelt wer-
den und in der Kovarianzmatrix S, unberiicksichtigt blei-
ben.

Begleitendes Beispiel: Daten

Im begleitenden Beispiel nach Abschnitt 3 sollen sich bei
n = 5unter gleichen Bedingungen wiederholten Versuchen
jeweils die in Tabelle 1 angegebenen MeBwerte v, ;
(j=1,... 5) fur die Scheitelspannung U (i =1), die Scheitel-
stromstérke I (i=2) und den Phasenverschiebungswinkel ¢
(i = 3) ergeben haben. Die Mittelwerte 7; sind nach Glei-
chung (12) die Eingangsdaten fiir die Auswertung, die als
Schatzwerte x; der Erwartungswerte der GréBen X; nach
Gleichung (8) und Abschnitt 3.1 die Spaltenmatrix x bilden:

4990 V
x=]19,610 mA (26)
1.0446rad Documents
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Aus dem Modell nach Gleichung (9) errechnen sich damit
fir den Wirkwiderstand R, = 127,8Q und fiir den Blind-
widerstand Ry, = 220,0Q. Diese MeBergebnisse sind die
Schatzwerte y; der Erwartungswerte der ErgebnisgroBen Y;
(i=1,2). Mitihnen wird nach Gleichung (8) und Abschnitt 3.2
die Spaltenmatrix y aufgebaut:

(12780 on
v = 22000/

x und y sind nun in die Matrizen F, und F, der partiellen Ab-
leitungen nach den Gleichungen (10) und (11) einzusetzen:

—-0,5022 1278Q 4315V
= : (28)
—0,8647 220,0Q —2,506V
19.610mA 0 mA
F,= . (29)
0 mA 19,610mA

SchlieBlich sind noch nach Gleichung (14) und Tabelle 1 die
Elemente s, ; der Kovarianzmatrix S, und daraus, falls
erforderlich, nach Gleichung (6) die Korrelationsmatrix R,
zu berechnen. Es ergeben sich
33; Sx,12 Sx,13
Sy=|sx21 552 Sx,23
Sx,31 Sx,32 3.33
000103 V2 -000108 mA-V 207-107 V-rad
= |-000108 mA-V 000897 mA? -4595-107'mA rad|; (30)
207-107*V-rad -4595 10" mA-rad 5,656 105 rad?

1 -036 086
R.=|-036 1 -065]| (31)
086 —065 1

Die Standardabweichungen der Eingangsdaten sind in
Tabelle 1 aufgefiihrt. Das begleitende Beispiel wird in Ab-
schnitt 5 fortgesetzt mit der Berechnung der Kovarianz-
matrix S, und der Korrelationsmatrix R,.

Tabelle 1. MeBwerte v, ; der EingangsgroBen X; = U, |
bzw. ¢ des begleitenden Beispiels bei 5 wie-
derholten Versuchen sowie ihre Mittelwerte
und deren Standardabweichungen

Versuch U I @

Nr inV in mA in rad

1 507 19,63 1,056

2 4,94 19,39 1,038

3 5,05 19,40 1,068

4 4.90 19,85 1,028

5 499 19,78 1,033
Xi=0; 4,990 19,610 1,0446
Sxi 0,032 0,095 0,0075

5 Fortpfilanzung von Unsicherheiten

5.1 Behandlung von Unsicherheiten bei einer
ErgebnisgroBe und mehreren EingangsgréBen

5.1.1 ,Fehlerfortpflanzungsgesetz.“ Sehr haufig ist nur
eine ErgebnisgroBe Y zu ermitteln, die von vx unkorre-
lierten EingangsgroBen X; (siehe Abschnitt 4.4) in der
Form der Funktion Y= G (X) abhéngt (vy = vg= 1, siehe
Abschnitt 3.3). Der Wert y und ndherungsweise die Standard-
abweichung s, ergeben sich in diesem einfachen Fall mit
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Gleichung (5) und den Varianzen sE,. nach den Gleichungen
(13), (16), (19), (22) und (24) zu

y =G (x); (32)

VX
G
_ - —
= VZG = On= gy,

Gleichung (33) ist das .,Fehlerfortpflanzungsgesetz*
von GauB, die bekannte vereinfachte Form des GauB-Ver-
fahrens. Die Ansétze fiir die Kovarianzen s, ;;, nach Ab-
schnitt 4 und die Matrixdarstellung iiberhaupt, abgesehen
von den Formelzeichen X und x fiir die EingangsgroBen
bzw. -daten werden hierbei nicht benotigt, weil die Kova-
rianzmatrix S, diagonal ist. (Zum Vertrauensintervall siehe
Abschnitt 8.1.)

Nach Abschnitt 5.3 muB vorausgesetzt werden, da8 fiir die
MeBwerte und die moglichen sonstigen Werte der GréBen
X; die Funktion G (X) durch ihre lineare N&herung darge-
stellt wird, die Abweichung G (X) — (G (x) + A G) der Funk-
tion G (X) von der linearen Ndherung ihrer Taylor-Entwick-
lung bei x also gegen

VX
AG= ) Gy (Xi—x) (34)

i=1

(33)

x

vernachlassigbar ist fiir alle X in derUmgebungvon x, gege-
ben durch ( <lies: kleiner als oder ungefahr gleich)

vx
Y (Xi—x)%s% svx. (35)

i=1

Beispiel: Im einleitenden Beispiel p = m/V = G (m,V) nach
Abschnitt 3 und in Abschnitt 3.3, Beispiel 1, sind
Xi=m,Xo=VundY=gsowie G, =0G[dm=1[V,
Gy=08G/d V=-m|V?und vx=2.Wurden m und Vin
verschiedenen unabhangigen Versuchen gemes-
sen (siehe Abschnitt 4.4, Aufzdhlung a)), so 18Bt sich
Gleichung (33) anwenden. Sie lautet in diesem Fall

T 2

$p= _Esm+v—48V' (36)

Hier sind noch die Daten einzusetzen.

5.1.2 Sind die EingangsgroBen korreliert, so gilt statt
Gleichung (33)

VX
Sy = V Z Gx,‘ Gy, Sx,ik (37)

k=1

mit Gleichung (5) und den Kovarianzen nach den Gleichun-
gen (14), (17), (20), (23) und (25). Die Voraussetzungen nach
Abschnitt 5.3 sind zu beachten.

5.2 GauB-Verfahren

Allgemein 14Bt sich das Auswertungsverfahren mit den in

den Abschnitten 3 und 4 definierten GroBen und ihren Wer-

ten so formulieren:

a) Die MeBergebnisse y errechnen sich aus den Eingangs-
daten x iiber das Modell F(x,y) = O.

b) Die Kovarianzmatrix S, ergibt sich aus der Kovarianz-
matrix §, durch die Beziehung

S,=QS.Q". (38)

Hierbeiist Q eine Transformationsmatrix (Q" ihre Trans-
ponierte, siehe Anhang C), die mit Gleichung (3) gege-
ben ist durch

Q=F'F=- ="
0.Xy

x.y)‘Documen‘i%
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