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Vorwort

Diese Norm wurde vom ArbeitsausschuB NATG-A.73 des Normenausschusses Technische Grundlagen (NATG) ~ Fach-
bereich A: Einheiten und FormelgroBen (AEF) —im DIN Deutsches Institut fir Normung, einem Gemeinschaftsarbeits-
ausschuB mit der Deutschen Elektrotechnischen Kommission im DIN und VDE (DKE) und der VDI/VDE-Gesellschaft

MeB- und Automatisierungstechnik (GMA), erarbeitet.
Anhange A bis | sind informativ.
DIN 1319 "Grundlagen der MeBtechnik” besteht aus:

Teil 1: Grundbegriffe

Teil 2: Begriffe fiir die Anwendung von MeBgeriten

Teil 3: Auswertung von Messungen einer einzelnen MeBgroBe, MeBunsicherheit
Teil 4: Auswertung von Messungen, MeBunsichheit

I'inderungen

Gegeniiber der Ausgabe Dezember 1985 wurden folgende Anderungen vorgenommen:

a) Die Norm wurde redaktionell iiberarbeitet, insbesondere hinsichtlich der Benennungen und Formelzeichen, und
an DIN 1319-3:1996-05 und an die internationalen Empfehlungen {1] angepaBt. Das genormte Verfahren wurde

jedoch nicht geandert.
b) Die MeBunsicherheitsmatrix wurde eingefiihrt.

c) Aus Griinden der Systematik und Vollstandigkeit wurden einige Teile aus DIN 1319-3:1996-05 sinngemaB,

teilweise auch wortlich tibernommen.

Frilhere Ausgaben
DIN 1319-4:1985-12

1 Anwendungsbereich

Diese Norm gilt im Bereich der MeBtechnik fiir die gemeinsame Ermittlung und Angabe der MeBergebnisse und
MeBunsicherheiten von MeBgréBen bei der Auswertung von Messungen. Sie gilt sinngemaB auch bei rechnersimulierten

Messungen.

Zweck der Norm ist die Festlegung eines Verfahrens fiir die Auswertung im Fall, daB die MeBgroBen mittels gegebener
Funktionen aus anderen GroBen berechnet werden, z.B. durch eine Ausgleichsrechnung. Wenn nur eine einzelne
MeBgroBe direkt gemessen wird oder als Funktion anderer GroBen auszuwerten ist, kann auch nach DIN 1319-3

verfahren werden.

Full document details: DIN 1319-4:1999-02

Documents

Document Sharing Hub


http://www.avadocuments.com/doc/din-1319-4-1999-02
http://www.avadocuments.com/doc/din-1319-4-1999-02

Seite 3
DIN 1319-4 : 1999-02
2 Normative Verweisungen

Diese Norm enthdlt durch datierte oder undatierte Verweisungen Festlegungen aus anderen Publikationen. Diese
normativen Verweisungen sind an den jeweiligen Stellen im Text zitiert, und die Publikationen sind nachstehend
aufgefiihrt. Bei datierten Verweisungen gehoren spatere Anderungen oder Uberarbeitungen dieser Publikationen nur
zu dieser Norm, falls sie durch Anderung oder Uberarbeitung eingearbeitet sind. Bei undatierten Verweisungen gilt
die letzte Ausgabe der in Bezug genommenen Publikation.

DIN 1303 Vektoren, Matrizen, Tensoren ~ Zeichen und Begriffe
DIN 1313 Physikalische GroBen und Gleichungen — Begriffe, Schreibweisen
DIN 1319-1  Grundlagen der MeBtechnik — Teil 1: Grundbegriffe

DIN 1319-3  Grundlagen der MeBtechnik ~ Teil 3: Auswertung von Messungen einer einzelnen MeBgroBe,
MeBunsicherheit

DIN 1333 Zahlenangaben

DIN 13303-1 Stochastik — Wahrscheinlichkeitstheorie, Gemeinsame Grundbegriffe der mathematischen und der
beschreibenden Statistik, Begriffe und Zeichen

DIN 13303-2 Stochastik — Mathematische Statistik, Begriffe und Zeichen

DIN 18709-4  Begriffe, Kurzzeichen und Formelzeichen im Vermessungswesen — Ausgleichungsrechnung und Stati-
stik

DIN 55350-21 Begriffe der Qualitatssicherung und Statistik — Begriffe der Statistik, ZufallsgréBen und Wahrschein-
lichkeitsverteilungen

DIN 55350-22 Begriffe der Qualitatssicherung und Statistik — Begriffe der Statistik, Spezielle Wahrscheinlichkeits-
verteilungen

DIN 55350-23 Begriffe der Qualitatssicherung und Statistik — Begriffe der Statistik, Beschreibende Statistik
DIN 55350-24 Begriffe der Qualitatssicherung und Statistik — Begriffe der Statistik, SchlieBende Statistik
ISO 3534-1:1993  Statistics — Vocabulary and symbols — Part 1: Probability and general statistical terms
VDI 2739 Blatt 1 Matrizenrechnung — Grundlagen fiir die praktische Anwendung

[1] Leitfaden zur Angabe der Unsicherheit beim Messen. Beuth Verlag, Berlin, K&In 1995; Guide to the Expression of

Uncertainty in Measurement. 1SO International Organization for Standardization, Genf 1993, korrigierter Neudruck
1995

[2] Internationales Warterbuch der Metrologie — International Vocabulary of Basic and General Terms in Metrology.
DIN Deutsches Institut fiir Normung (Herausgeber), Beuth Verlag, Berlin, Koln 1994; International Vocabulary
of Basic and General Terms in Metrology. 1SO International Organization for Standardization, Genf 1993

3 Begriffe

Die Benennungen wichtiger Begriffe sind im folgenden bei deren ersten Auftreten oder an besonderen Stellen kursiv
gesetzt. Gesperrt gesetzte Worter sind betont.

Die Begriffe zu den mit einem Stern (*) versehenen Benennungen sind in den Normen in Anhang H definiert; siche
aber auch 1SO 3534-1:1993 und [1], [2]. Zu Begriffen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Matrizenrechnung siehe
auch Anhange B bzw. C sowie VDI 2739 Blatt 1.

Einige herausragende Begriffe sind im folgenden definiert und kommentiert. Die bei ihren Benennungen in runden
Klammern stehenden Zusatze diirfen fortgelassen werden, wenn keine Gefahr der Verwechslung mit anderen Begriffen
besteht.

Fir die Anwendung dieser Norm gelten die folgenden Definitionen:

3.1 MeBgroBe: Physikalische GréBe*, der die Messung* gilt. [DIN 1319-1:1995-01]

ANMERKUNG: Einer MeBgroBe gleichgestellt werden in dieser Norm auch alle anderen GréBen, die bei der
Auswertung von Messungen beteiligt sind. Das betrifft vor allem EinfluBgréBen* und GréBen, die der
Berichtigung oder Kalibrierung* dienen.

3.2 ErgebnisgroBe (der Auswertung): MeBgroBe* als Ziel der Auswertung von Messungen*. [DIN 1319-3:1996-05]
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3.3 EingangsgroBe (der Auswertung): MeBgréBe* oder andere GroBe, von der Daten in die Auswertung von
Messungen* eingehen. [DIN 1319-3:1996-05]

3.4 Modell (der Auswertung): Mathematische Beziehungen zwischen allen bei der Auswertung von Messungen *
beteiligten MeBgréBen* und anderen GroBen. [DIN 1319-3:1996-05]

3.5 MeBunsicherheit: Kennwert, der aus Messungen* gewonnen wird und zusammen mit dem MeBergebnis* zur
Kennzeichnung eines Wertebereiches fiir den wahren Wert* der MeBgréBe* dient. [DIN 1319-1:1995-01]

ANMERKUNG 1: Die MeBunsicherheit ist ein MaB fiir die Genauigkeit der Messung und kennzeichnet
die Streuung oder den Bereich derjenigen Werte, die der MeBgroBe verniinftigerweise als Schatzwerte*

zugewiesen werden kdnnen [1]. Sie kann auch als ein MaB fiir die Unkenntnis der MeBgroBe aufgefaBt
werden [3].

ANMERKUNG 2: Die MeBunsicherheit ist von der MeBabweichung* deutlich zu unterscheiden. Letztere ist nur
die Differenz zwischen einem der MeBgroBe zuzuordnenden Wert, z.B. einem MeBwert* oder dem MeBergebnis,
und dem wahren Wert der MeBgroBe. Die MeBabweichung kann gleich Null sein, ohne daB dies bekannt ist.
Diese Unkenntnis driickt sich in einer MeBunsicherheit gréBer als Null aus.

ANMERKUNG 3: Die MeBunsicherheit kann auch ganz aligemein eine bei der Auswertung von Messungen
beteiligte GroBe betreffen, ohne daB diese eine MeBgroBe zu sein braucht. Die MeBunsicherheit wird in dieser
Norm wie in [1] auch kurz Unsicherheit genannt. Sie wird auch individuelle Komponente der MeBunsicherheit
genannt, wenn sie mit denen anderer MeBgroBen kombiniert wird oder zusammen mit der gemeinsamen Kom-
ponente der MeBunsicherheit (siehe 3.7) erwdhnt wird. Die MeBunsicherheit wird in dieser Norm als Stan-
dardmeBunsicherheit durch eine Standardabweichung* (Quadratwurzel einer Varianz*) oder quadriert durch
eine Varianz ausgedriickt (siehe 3.6, 6.1 und Anhang B).

ANMERKUNG 4: Zu anderen Kennwerten fiir die Genauigkeit einer Messung siehe DIN 1319-3.

3.6 StandardmeBunsicherheit: MeBunsicherheit*, ausgedriickt durch eine Standardabweichung*.

ANMERKUNG 1: Die StandardmeBunsicherheit darf, wenn keine MiBverstandnisse entstehen kénnen, auch kurz
Standardunsicherheit genannt werden. Diese Benennung wird in dieser Norm haufig und in [1] ausschlieBlich
verwendet.

ANMERKUNG 2: Die StandardmeBunsicherheit besitzt dieselbe Dimension* wie die MeBgroBe.

3.7 Gemeinsame Komponente der MeBunsicherheit: Kennwert fiir ein Paar von MeBgréBen*, der aus
Messungen™ gewonnen wird und zur Kennzeichnung eines Wertebereichs fiir das Paar der wahren Werte* der beiden
MeBgroBen beitragt. [DIN 1319-3:1996-05]

ANMERKUNG 1: Der genannte Wertebereich ist zweidimensional. Die gemeinsame Komponente der MeBunsi-
cherheit kennzeichnet die gegenseitige Abhangigkeit, mit der den beiden MeBgroBen gemeinsam Werte zu-
gewiesen werden konnen. Auch die gemeinsame Komponente der MeBunsicherheit kann andere GroBen als
MeBgroBen betreffen. Im Gegensatz zur MeBunsicherheit kann sie auch negativ sein. Ist sie ungleich Null, so
sind die beiden MeBgroBen — genauer die ihnen zugeordneten Schatzer* (siehe 5.2 und 6.1) — korreliert*.

ANMERKUNG 2: Die gemeinsame Komponente der MeBunsicherheit wird in dieser Norm durch eine
Kovarianz™ oder einen Korrelationskoeffizienten* ausgedriickt (siehe 6.1 und Anhang B).

ANMERKUNG 3: In dieser Norm bilden die MeBergebnisse von MeBgroBen und die zugehorigen StandardmeB-
unsicherheiten und die gemeinsamen Komponenten der MeBunsicherheit in Form von Korrelationkoeffizienten
zusammen das vollstindige MeBergebnis* fiir diese MeBgroBen (siehe Abschnitt 9).

ANMERKUNG 4: Die gemeinsame Komponente der MeBunsicherheit wird in [1] und [4] Kovarianz* genannt.
3.8 MeBunsicherheitsmatrix: Matrix*, in der als Diagonalelemente die individuellen Komponenten der MeBun-

sicherheit von MeBgréBen* in Form von Varianzen* und als Nichtdiagonalelemente die gemeinsamen Komponenten
der MeBunsicherheit aller Paare dieser MeBgroBen in Form von Kovarianzen* zusammengefa8t sind.

ANMERKUNG 1: Zu Matrizen-und ihren Eigenschaften siehe Anhang C sowie DIN 1303 und VDI 2739 Blatt 1.
Zum Aufbau und zu Eigenschaften der MeBunsicherheitsmatrix siehe 6.1 und 6.6.

ANMERKUNG 2: Die MeBunsicherheitsmatrix darf, wenn keine MiBverstandnisse entstehen kdnnen, auch
kurz Unsicherheitsmatrix genannt werden. Diese Benennung wird in dieser Norm haufig verwendet. Die
MeBunsicherheitsmatrix wird in [1] Kovarianzmatrix* genannt.
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4 Aligemeine Grundlagen der Auswertung von Messungen
4.1 Ziel der Messung

Ziel jeder Messung™ einer MeBgroBe* (siehe 3.1) oder gemeinsamen Messung mehrerer MeBgroBen ist es, die wah-
ren Werte* der MeBgroBen zu ermitteln. Dabei werden MeBeinrichtungen* und MeBverfahren* auf MeBobjekte*,
die Trager der MeBgroBen, angewendet. Die Messung kann mit Hilfe eines Rechners simuliert sein. Die Messung
umfaBt auch die Auswertung der gewonnenen MeBwerte* und anderer zu beriicksichtigender Daten. Ein einheitliches
Verfahren fiir die Auswertung ermoglicht den kritischen Vergleich und die Kombination von MeBergebnissen.

Wegen der bei der Messung wirkenden Einfliisse treten unvermeidlich MeBabweichungen* (siehe 3.5 Anmerkung 2)
auf. Diese sind der Grund, warum es nicht moglich ist, den wahren Wert einer MeBgroBe genau zu finden. Lediglich
das MeBergebnis™ als ein Schatzwert® einer MeBgroBe sowie die MeBunsicherheit* (siehe 3.5 und 3.6) lassen sich
aus den MeBwerten und anderen Daten gewinnen und angeben, bei mehreren MeBgroBen auch die gemeinsamen
Komponenten der MeBunsicherheit (siehe 3.7). In dieser Norm bilden die MeBergebnisse und die individuellen und
gemeinsamen Komponenten der MeBunsicherheit zusammen das vollstindige MeBergebnis* fiir die MeBgroBen, die
ErgebnisgroBen der Auswertung (siehe 3.2 und 3.7 Anmerkung 3).

Bei vielen Messungen ergeben sich die zu einer MeBgroBe gehdrenden MeBwerte direkt oder nach Berichtigung aus
der Ausgabe® der MeBeinrichtung. Eine solche Messung wird kurz direkte Messung genannt. Im allgemeinen miissen
MeBgroBen jedoch indirekt ermittelt werden. Dabei werden zunachst andere MeBgroBen entweder direkt gemessen
oder ebenfalls indirekt ermittelt. Aus diesen und weiteren GroBen, insbesondere EinfluBgréBen*, die die Ursache fiir
systematische MeBabweichungen* sind, wird dann mit Hilfe eines bestehenden mathematischen Zusammenhangs, des
Modells (der Auswertung) (siche 3.4), das vollstandige MeBergebnis fiir die ErgebnisgroBen errechnet. Jene GroBen
sind die EingangsgroBen der Auswertung (siehe 3.3).

In der Regel konnen also die interessierenden physikalische GroBen einer MeBaufgabe im Experiment nicht direkt
gemessen werden, sondern miissen aus anderen GroBen, die der Messung besser zuganglich sind oder iiber die In-
formationen z.B. aus der Literatur herangezogen werden kdnnen, nach mathematischen Beziehungen errechnet wer-
den, z.B. durch eine Ausgleichsrechnung. Selbst bei einer direkt gemessenen GroBe sind die ausgegebenen Werte
einer MeBeinrichtung oft noch zu berichtigen. Die Frage, wie sich die Unsicherheiten der EingangsgroBen, die
aus den MeBwerten und anderen Informationen folgen, zu den Unsicherheiten der letztlich interessierenden Ergeb-
nisgroBen kombinieren, ist dabei von besonderer Bedeutung. Im Hinblick auf die Verwertung der MeBergebnisse ist
es winschenswert, die Unsicherheiten in einheitlicher Weise zu behandeln. Ein Verfahren fiir diesen Zweck ist Ge-
genstand dieser Norm. Es wird GauB-Verfahren genannt. Wiahrend DIN 1319-3:1996-05 nur im Fall einer einzelnen
zu ermittelnden physikalischen GroBe angewendet werden kann, wird diese Einschrankung in dieser Norm fallengelas-
sen. Das Verfahren in dieser Norm umfaBt auch die Ausgleichsrechnung nach der GauBschen Methode der kleinsten
Quadrate.

4.2 Vier Schritte der Auswertung von Messungen
Jede Auswertung wird zweckmaBig in vier voneinander deutlich zu trennenden Schritten ausgefiihrt:

a) Aufstellung eines Modells, das die Beziehung der interessierenden MeBgroBen, der ErgebnisgroBen, zu allen
anderen beteiligten GroBen, den EingangsgroBen, mathematisch beschreibt (siehe Abschnitt 5),

b) Vorbereitung der gegebenen MeBwerte und anderer verfiigbarer Daten (siehe Abschnitt 6),

c) Berechnung des vollstandigen MeBergebnisses der ErgebnisgroBen aus den vorbereiteten Daten mittels des
Modells (siehe Abschnitte 7 und 8 und Anhang D),

d) Angabe des vollstandigen MeBergebnisses der ErgebnisgroBen (siehe Abschnitt 9).

Die Durchfiihrung der Auswertung in diesen vier Schritten ist schematisch in Bild F.1 dargestelit.

5 Aufstellung des Modells der Auswertung
5.1 Allgemeines

Der erste Schritt eines allgemeinen Verfahrens fiir die Auswertung von Messungen besteht in jedem Anwendungsfall
darin, das mathematische Modell der Auswertung heranzuziehen oder zu entwickeln. Das Modell muB der gestell-
ten Auswertungsaufgabe individuell angepaBt sein, diese beschreiben und es erlauben, das vollstandige MeBergebnis
fir die interessierenden MeBgroBen aus MeBwerten und anderen verfiigbaren Daten zu berechnen. Die Gleichungen
des Modells miissen alle mathematischen Beziehungen umfassen, die zwischen den bei den auszuwertenden Messun-
gen beteiligten physikalischen und anderen GroBen, einschlieBlich der EinfluBgroBen, bestehen. Oft ist das Modell
zwar schon beispielsweise durch das MeBverfahren, eine Definitionsgleichung oder ein Naturgesetz als eine einfache
Gleichung gegeben, nicht selten jedoch erfordert die Aufstellung des Modells eine griindliche Analyse aller GroBen,
Zusammenhange, Ablaufe und Einfliisse in dem betrachteten Experiment. Das Modell muB immer gebildet werden,
moglichst schon bei der Planung der Messungen, nicht nur, um Unsicherheiten zu berechnen, sondern auch, um
iberhaupt MeBergebnisse fiir die interessierenden MeBgroBen zu erhalten.
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5.2 EingangsgroBen und ErgebnisgrofBen

Als erstes ist es notig, Klarheit dariiber zu gewinnen, welche GroBen neben den interessierenden MeBgroBen, den
Ergebnisgrofien Y; (siehe 3.2, ¢ = 1,...,n mit der Anzahl n der ErgebnisgroBen), bei den betrachteten Messungen
und damit bei der gestellten Auswertungsaufgabe zu beriicksichtigen sind. Zu diesen EingangsgroBen Xj 1) (siehe
3.3; k=1,...,m mit der Anzahl m der EingangsgroBen) gehdren

a) MeBgroBen, die direkt gemessen werden und den unberichtigten Ausgaben der verwendeten
MeBeinrichtungen zugeordnet werden;

b) EinfluBgroBen und GrdBen, die der Berichtigung oder Kalibrierung* dienen;

c) ErgebnisgroBen vorangegangener Auswertungen oder Teilauswertungen und

d) andere bei der Auswertung benutzte GréBen, fiir die Daten z.B. aus der Literatur oder aus Tabellen herange-
zogen werden.

Es wird besonders darauf hingewiesen, daB die unter Aufzdhlung b) genannten GroBen, insbesondere die EinfluBgroBen,
die die Ursache fiir systematische MeBabweichungen sind, zweckmaBig als eigene, zusatzliche EingangsgroBen betrach-
tet werden.

Bei der Messung einer Funktion sind den gemessenen Ordinaten, bei unsicheren Abszissen auch diesen je eine Ein-
gangsgroBe zuzuordnen. Die z.B. durch eine Ausgleichsrechnung zu ermittelnden Parameter der Funktion sind die
ErgebnisgroBen.

Jeder beteiligten physikalischen oder anderen GroBe X und Y; wird eine Variable, Schatzer* genannt, zugeordnet.
Ein ermittelter Wert zp bzw. y; dieses Schatzers wird als Schatzwert der zugehdrigen GroBe aufgefaBt. Die y;
sind die interessierenden MeBergebnisse. Die Schatzer sind zu unterscheiden von den GroBen und treten bei der
Auswertung selbst kaum in Erscheinung, aber ihre Werte. lhre gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung* dient
dazu, den vorliegenden Kenntnisstand iiber die GroBen auszudriicken (siehe Anhang F).

5.3 Modellfunktionen
Oft hangen die ErgebnisgroBen Y; in Form gegebener Modellfunktionen G; explizit von den EingangsgroBen X ab:

Yi=Gi(X1,....Xm) ; (=1,...,n). (€))

Fir den Fall n = 1 siehe auch DIN 1319-3. In diesem Fall wird auf Angabe des Index i = 1 verzichtet. Die
Modellfunktionen konnen als mathematische Ausdriicke, diirfen aber auch als komplizierter Algorithmus in Form
eines Rechenprogramms vorliegen.

Die partielle Ableitung einer Modellfunktion G; nach einer EingangsgroBe X mit eingesetzten Schatzwerten zp bis
Z, aller EingangsgroBen wird mit

8G; _ 4G,
. ) ool P (2)

bezeichnet. Diese Ableitungen werden in 7.1 bendtigt. Fiir numerische Rechnungen ist es im allgemeinen aber
nicht erforderlich, diese Ableitungen explizit zu bilden. Diese Aussage ist besonders wichtig, wenn zur Bil-
dung der Ableitungen ein groBer Aufwand notig ist oder wenn die Modellfunktionen G; nur als Rechenprogramm
vorliegen. Es geniigt, die Ableitungen durch numerisch berechnete Differenzenquotienten anzunahern (siehe auch 7.3
und Anhang D), z.B. durch

0G; 1
5# = m((}'i(ml,...,xk+ %Awk,...,xm) - Gi(z1,..., ¢ — %A:ck,...,:cm)) 3)
mit geeignetem Zuwachs Az fiir eine geringfiigige Anderung von zj.

Ist eine Modellfunktion nur ndherungsweise als Go; bekannt, so kann eine zusatzlich eingefiihrte EingangsgroBe
Xm41 helfen, die damit verbundene Abweichung zu beschreiben. Anstelle der Modellfunktion Go,; ist dann also
beispielsweise die Modellgleichung

Y; ZG,‘(Xl,...,Xm_,_l)=G0’,‘(X1,...,Xm)+Xm+1 (4)

zu benutzen. X, 41 ist als EinfluBgroBe anzusehen und kann z.B. das Restglied einer durch Go; dargestellten
abgebrochenen Taylor-Reihe sein (siehe Beispiel 3).

1) Statt der Indizes ¢ und k der GroBen Y; und X werden, wenn es zweckmaBig ist, auch andere Buchstaben benutzt.
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BEISPIEL 1:

Wird eine GroBe Y direkt gemessen und muB aber noch eine systematische MeBabweichung berichtigt werden,
so ist Y = G(X1,X2) = X1 — X, als Modell anzusetzen, um die ErgebnisgroBe Y zu erhalten. Hierbei ist die
MeBgroBe X1 z.B. der Ausgabe der MeBeinrichtung zuzuordnen. Sie ist, fiir sich betrachtet, frei von der systematischen
MeBabweichung zu denken. Deren EinfluB im Hinblick auf die interessierende MeBgrdBe Y wird im Modell durch
die EinfluBgroBe X berichtigt. MuB der ausgegebene Wert der MeBeinrichtung noch mit einem Kalibrierfaktor
multipliziert werden, so ist dieser Kalibrierfaktor als eine weitere EingangsgroBe X3 aufzufassen. Die Modellgleichung
lautet dann Y = G(X1, X2, X3) = X1 X3 — X».

BEISPIEL 2:

Die Aktivitat Y = A einer radioaktiven Probe soll gemessen werden. Sie hingt ab von der Anzahl X7 = N der im
Zahler wahrend der MeBdauer X; = T' nachgewiesenen Zerfallsereignisse, der Nachweiswahrscheinlichkeit X3 = ¢
fur ein solches Ereignis und der Totzeit X4 = 7 des Zahlers. Das Modell der Auswertung lautet in diesem Fall

N X
T - R T (5)

Y =A=G(X1,X2,X3,X4) =

BEISPIEL 3:
Die MeBgroBe Y sei aus der nicht geschlossen nach Y auflsbaren Gleichung Y = arctan(X; 4 Y) zu ermitteln. Dies
kann iterativ geschehen, beginnend mit der Naherung Y = 0. Dreimalige lteration fiihrt auf die Modellgleichung

Y = G(X1, X2) = arctan (X + arctan(X; + arctanX1)) + Xo . (6)

Die GroBe X, berichtigt nach Gleichung (4) die durch das erste Glied dargestellte Naherung. Es gilt Xy = R(Y) =
tanY — Y. Hier ist h(Y) die Umkehrfunktion der Funktion H(X;), die in der Modellgleichung Y = H(X;) formal
das Ergebnis der fortgesetzten lteration darstellt. Also ist dH/dXy = (dh/dY)™! = (X; +Y)~2.

BEISPIEL 4:

Den m gemessenen Anzeigen X (EingangsgroBen) eines Thermometers bei den eingestellten, als exakt angenom-
menen Referenz-Temperaturen t; soll eine Kalibriergerade 1(X) = Y] 4+ Y2X nach der GauBschen Methode der
kleinsten Quadrate angepaBt werden, damit aus einer Anzeige X bei spiterer Anwendung des Thermometers die
dann vorliegende Temperatur t leicht berechnet werden kann. Fiir die n = 2 Parameter Y; und Y> (ErgebnisgroBen)
der Kalibriergeraden folgen, wenn die Summe 3 (¢(Xj) — tx)? der Quadrate der Temperatur-MeBabweichungen
minimiert wird, die Modellfunktionen

Y = G1(X1,...,Xm) = (Ztk ZX,E _ZthkZXk)/D ;

Vo=GoX1,. ., Xm)=(mEteXs =St . Xz)/D ; D=mY X2 - (T Xz)? , @

wobei alle Summen von k = 1 bis m laufen. Die Ableitungen lauten

3G1/3Xj = (QXJ' Etk —Zthk —t; ZXk -2 ~(ij - ZXI:))/D ; (8)
0G2/0X; = (mt; — Yt —2Y2 - (mX; — Y. Xy))/D .

Die Referenz-Temperaturen sind als zusatzliche EingangsgroBen anzusehen, wenn ihre Unsicherheit beriicksichtigt
werden muB. Dann gelten

0G1/0t; = (X X2~ X; S X)/D ;  8Ga/0t; = (mX; — ¥ X3)/D . (9

5.4 Verallgemeinerte mathematische Formulierung des Modells

Die EingangsgroBen X und die ErgebnisgroBen Y; sowie ihre Schitzwerte z; bzw. y; werden jeweils in Spaltenma-
trizen zusammengefaBt (und aus Platzgriinden als transponierte Zeilenmatrizen geschrieben, siehe Anhang C):

X=(X1..Xn) ; 2z=(z1...2m)" ; Y= ...Y,)" ; y=@ ...u)" . (10)
Ein zu bearbeitendes Auswertungsproblem wird allgemein durch np Gleichungen Fi(X,)Y)=0(G=1,...,nF)
beschrieben. Sie erfassen die gegenseitige Abhangigkeit der in den Spaltenmatrizen X und Y zusammengefaBten
Eingangs- und ErgebnisgroBen in impliziter Weise. Die Funktionen F; werden ebenfalls durch eine Spaltenmatrix
F = (Fy ... F,;)" dargestellt. Die Matrixgleichung
FX,Y)=0 (11)
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enthalt dann alle mathematischen Beziehungen des Problems. Sie wird Modell (der Auswertung) genannt (siehe
3.4). (Die Spaltenmatrix O ist eine Nullmatrix*, siehe Anhang C.) Die Ergebnisdaten 1 errechnen sich aus den
Eingangsdaten x liber die Gleichung F(xz,y) = O. Es muB np > n sein. Nur Modelle dieser Art werden in dieser
Norm behandelt. Anderenfalls ist das Auswertungsproblem unterbestimmt und besitzt im aligemeinen keine eindeutige
Losung.

Die Matrizen der partiellen Ableitungen des Modells F' nach X und Y mit eingesetzten GroBenwerten  und y
werden mit Fp bzw. Fy bezeichnet ((nF, m)- bzw. (np, n)-Matrix, Beispiel sieche A.2):

OF; OF;
Fm:( I wy); Fy:(—a—é

Xy
Eine Hauptrolle bei der Fortpflanzung von Unsicherheiten spielt das Matrixprodukt Q = —Fgle, die Empfindlich-
keitsmatrix (siehe 7.2).

z,y) ; (U=1,...,np; k=1,...,mbzw. n) . (12)

Oft ist es moglich und dann zweckmaBig, obwohl nicht unbedingt erforderlich, das Modell in einer nach Y aufgelosten
Form F(X,Y) =Y — G(X) = O oder

Y = G(X) (13)

explizit anzugeben, wobei G = (Gy ... G,,)T ebenfalls eine Spaltenmatrix mit den np = n Elementen Gi(X) ist. Es
liegt dann der Fall nach 5.3 vor. Gleichung (13) kann formal auch als der Losungsalgorithmus der Auswertung, z.B. fiir
Gleichung (11) aufgefaBt werden. Die partiellen Ableitungen nach Gleichung (2) werden als Matrix Gg = (8G;/dz})
zusammengefaBt (Beispiel siche A.6). Mit den Gleichungen (12) und (13) sind dann F = ~Gg und Fy = E, so
daB Q@ = G (E ist die Einheitsmatrix*, siche Anhang C).

BEISPIEL 1:

Soll die Dichte o eines Korpers aus seiner Masse M und seinem Volumen V' (unter Vernachlassigung von Ein-
fluBgroBen) ermittelt werden, so sind die MeBgroBen M und V die EingangsgroBen X7 und X5, und die interessie-
rende MeBgroBe o ist die ErgebnisgroBe Y. Es sind m = 2 und n = 1. Die Beziehung o = G(M,V) = M/V ist
das Modell der Auswertung: Y = G(X1,X2) = X3/X2. Es kann auch in der Form F(M,V,0) = o— M/V =0
geschrieben werden, wobei np = n = 1. Ziel ist es, aus vorliegenden MeBdaten und anderen Daten das MeBergebnis
fiir die Dichte Y = p zu gewinnen und deren Unsicherheit aus den Unsicherheiten von M und V zu berechnen. Die
Ableitungen sind 0F/0M = —3G[0M = —1/V; 8F/8V = —8G/dV = M/V?; 8F /8¢ = 1. Daraus ergeben sich
nach Gleichung (12) die (1,2)-Matrix Fx = —Gg = (=1/V M/V?) und die (1,1)-Matrix Fy = (1). In Fg sind
dann noch die Schatzwerte der GrdBen einzusetzen. .

BEISPIEL 2:

Hangen die ErgebnisgroBen Y linear von den EingangsgroBen X ab, d.h. gilt mit der konstanten Matrix A und
Spaltenmatrix b das Modell Y = G(X) = AX + b, sosind Gz = A; Fx = ~A und Fy = E.

BEISPIEL 3:

Sollen die Amplitude Y1 = A und die Phasenkonstante Y2 = ¢ (n = 2 ErgebnisgrBen) einer Schwingung X(t)

Asin (wt + ) mit bekannter Kreisfrequenz w aus m zu den Zeitpunkten ¢; gemessenen Auslenkungen X; = X(t;)
(EingangsgrdBen) berechnet werden, so lauten die Modellfunktionen mit np = m

Fj:Xj——Ylsin(wt]-+Y2)=0; (j:l,...,m) . (14)
Esist Fp = E, und Fy ist die (m, 2)-Matrix

—sin(wty +y2) —yi cos (wiy + y2)

Fy= (15)

—sin(wtm +y2) —y1 cos (Wim + 12)

Ist auch die Kreisfrequenz zu ermitteln, so ist Y3 = w zu setzen. Die Zeiten ¢; sind als zusatzliche EingangsgroBen an-
zusehen, wenn die Unsicherheit der Zeitmessung beriicksichtigt werden muB. Dann ist = (z1 ... 2mty ... tm)T,
und Fy besteht aus E und einer angefiigten Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen d; = —wy; cos (wt; + y2).

6 Vorbereitung der Eingangsdaten
6.1 Individuelle und gemeinsame Komponenten der MeBunsicherheit, MeBunsicherheitsmatrix

Zur Berechnung des vollstandigen MeBergebnisses fiir die interessierenden ErgebnisgroBen mit Hilfe des Modells wer-
den Schatzwerte z; der beteiligten EingangsgroBen X;, die entweder direkt gemessen wurden oder iiber die andere
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Informationen fiir die Auswertung, z.B. vollstandige MeBergebnisse aus vorangegangenen Auswertungen, herangezo-
gen werden, sowie auch die zugehdrigen Unsicherheiten bendtigt. Und zwar nicht nur die MeBunsicherheiten* u(z;)
(individuelle Komponenten der MeBunsicherheit, siehe 3.5) der einzelnen EingangsgroBen, sondern auch deren ge-
meinsame Komponenten u(x;, z) der MeBunsicherheit (siehe 3.7), wenn die EingangsgroBen — genauer die ihnen
zugeordneten Schatzer (siehe 5.2) — korreliert* sind.

Als MaB fiir die MeBunsicherheiten u(z;) der EingangsgroBen X; werden (empirische) Varianzen* (der zugeordneten
Schatzer) herangezogen [1]:

u’(:) = %(xi) (16)
alternativ und anschaulicher auch Standardabweichungen*, d.h. die (positiven) Quadratwurzeln der Varianzen,

u(z;) = s(z;) (17)
oder relative Standardabweichungen (Variationskoeffizienten*)

urel(2i) = u(z:)/|zi = s(z:)/ |zl 5 (2 #£0) . (18)

u(zi) nach Gleichung (17) ist die StandardmeBunsicherheit, ugei(z;) nach Gleichung (18) die relative StandardmeB-
unsicherheit (siehe 3.6). Fiir die gemeinsamen Komponenten der MeBunsicherheit werden (empirische) Kovarianzen*

u(zi, zx) = s(zi,ze) ; (1 # k) (19)
oder alternativ (empirische) Korrelationskoeffizienten* benutzt:

u(zi, zr) _ s(@i, zx)

u(zi)u(ze)  s(zi)s(ze) (20)

r(zi, zx) =
Sie werden nur fiir 7 < k bendtigt. Es gelten die Beziehungen

u{z;, ;) = uz(a:i) ;o ou(zk, o) = u(zi, or) ; uz(:ci,:ck) < u(z;)u(eg) ;

r(z, ) =15 v(zk, z) =r(z;, zr) ; Ir(zi, )] < 1.

(21)

In vielen Fallen ist es zweckmaBig, die individuellen und gemeinsamen Komponenten der MeBunsicherheit zu einer
MeBunsicherheitsmatrix (siehe 3.8) wie folgt zusammenzufassen:

uz(zl) u(:gl, ) ... u(x1,zm)
Us = (u(as, 22)) = u(x%, z1) u (ar:g) u(mg., Zm) 22)
U(Tm,21) wW(Em,z2) ... ul(zm)

In der Hauptdiagonale stehen die Quadrate der StandardmeBunsicherheiten. Die MeBunsicherheitsmatrix ist eine
symmetrische Matrix*.

Auf ahnliche Weise wird die ebenfalls symmetrische Korrelationsmatrix aus den Korrelationskoeffizienten gebildet:

1 r(ry,22) ... r(x1,Zm)
r(zo, 2 1 oo r(zo, T,
Rz = (r(zi, 2x)) = ( ; Y ; . ( z : (23)
(zm,z1) (Tm,z2) ... 1

Die MeBunsicherheit einer ErgebnisgroBe Y; wird entsprechend als Varianz mit uz(yi), als StandardmeBunsicherheit
mit u(y;) und als relative StandardmeBunsicherheit mit u,e(y;) bezeichnet, die gemeinsame Komponente der
MeBunsicherheit zweier ErgebnisgroBen Y; und Y mit u(y;,yx) und deren Korrelationskoeffizient mit r(¥i, Yr)-

Die Unsicherheitmatrix Uy und die Korrelationsmatrix Ry mehrerer ErgebnisgroBen werden entsprechend Gleichung
(22) bzw. Gleichung (23) gebildet.

Die Schatzwerte z; der EingangsgroBen X; und die zugehdrigen Unsicherheiten sind im zweiten Schritt der
MeBdatenauswertung empirisch nach mathematischen Ausdriicken anzusetzen, die in 6.2 bis 6.6 angegeben werden.
Bei diesen Ausdriicken handelt es sich um Beispiele. Sie diirfen je nach den vorliegenden Informationen sinngemaB
verandert werden. Bei allem Bemiihen sind sinnvolle empirische Ansatze jedoch mitunter nicht frei von subjektiver
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Erfahrung. Das ist unvermeidlich, verniinftig und tragbar, solange zusatzliche Informationen nicht vorliegen oder nur
mit unverhaltnismaBig hohem Aufwand gewonnen werden kdnnen.

Vollstandige MeBergebnisse friherer Auswertungen lassen sich unmittelbar benutzen, wenn sie in der oben beschrie-
benen Form ausgedriickt sind.

6.2 Mehrmals gemessene GroBen

Werden einige EingangsgroBen X; in unabhangigen Versuchen N;-mal direkt gemessen, wobei dieselben genau fest-
gelegten Versuchsbedingungen so weit wie moglich eingehalten werden, und ergibt sich fiir X; dabei im j-ten Versuch
der MeBwert v;; (j = 1,...,N;; N; > 1), so werden als Schatzwerte z; dieser MeBgroBen X; jeweils die (arith-
metischen) Mittelwerte* v; der MeBwerte sowie als MeBunsicherheiten uz(xi) der MeBgroBen die Varianzen dieser
Mittelwerte angesetzt:

1 &
T, =0 = szij ; (24)
i
ji=1

N,

_ 1 : )

w(i) = P(B) = s7/N; 5 sT= ) (v - )2 . (25)
(Ni - 1) ji=1

Die s; sind die empirischen Standardabweichungen der Verteilungen der MeBwerte der EingangsgroBen. Bei nur

wenigen Messungen siehe auch 6.3.

Werden einige EingangsgroBen X; in jedem einzelnen von N unabhangigen Versuchen desselben Experiments
gemeinsam gemessen (siehe auch Beispiel in A.6), so ist in den Gleichungen (24) und (25) N; = N zu setzen
(N > 1). AuBerdem sind die gemeinsamen Komponenten der MeBunsicherheit als Kovarianzen der Mittelwerte sowie
— wenn in den Abschnitten 7 und 8 erforderlich — als Korrelationskoeffizienten wie folgt zu berechnen (i < k):

N
u(zi, zx) = 8(0, ) = N—(Nl_—l) > (i = ) (vks — ) ; (26)
i=1
) = & )
rlei,x) = St | (27)

6.3 Einzelwerte oder wenige Werte

Liegt fur manche EingangsgroBen X; nur je ein einzelner Wert vor (N; = 1), z.B. ein MeBwert, ein Wert aus der
Literatur, eine bekannte systematische MeBabweichung oder eine Korrektion*, so ist dieser als Schitzwert x; zu

verwenden. Die Unsicherheit ist dann aus den verfiigbaren Informationen oder nach der Erfahrung z.B. wie folgt
anzusetzen:

Sind die individuellen Komponenten u?(z;0) und gemeinsamen Komponenten u(z;0,ro) der MeBunsicherheit aus
Nig fritheren, unter vergleichbaren Versuchsbedingungen mehrmals ausgefithrten Messungen derselben oder vergleich-
barer GroBen nach 6.2 bekannt, so sind im Fall weniger Messungen (1 < N; < Njo) der EingangsgroBen X;

ul(z;) = w¥(2i0) - Nio/Ni 5 u(@i, 21) = u(@io, Tx0) - Nio/Ni (28)
zu benutzen.

Sind stattdessen die relativen StandardmeBunsicherheiten tyel(;0) und Korrelationskoeffizienten 7(z;0, £10) aus jenen
friheren Messungen bekannt und wird angenommen, daB sie auch fiir die gegenwirtigen Messungen bei von z;0
abweichenden Werten z; noch gelten, so sind sie wie folgt zu verwenden:

u(z;) = |zi|urel(zio) v Nio/Nf ;o (i, xk) = r(xio0, Txo) - (29)

Sind empirische Standardabweichungen s;0 der Verteilungen der MeBwerte der EingangsgroBen bekannt, so darf auch

u(e:) = si0/V/Ni (30)

verwendet werden.
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6.4 Zahlraten

Werden mehrere Zahlraten X;, wie bei Kernstrahlungsmessungen iiblich, durch Z3hlen* eingetretener gleichartiger
Ereignisse einmal gemessen und werden dabei jeweils N; dieser Ereignisse (z.B. durch Alphateilchen ausgeloste
Impulse) wahrend der MeBdauer ¢; registriert, so sind anzusetzen:

zi= Nifti 5 wP(zs)=N; /12 . (31)

Hier ist angenommen, daB die Ereignisse unabhangig voneinander eintreten und die Anzahlen der Ereignisse daher
Poisson-Verteilungen™ gehorchen. In den meisten Fallen einer einmaligen, aber gemeinsamen zahlenden Messung
mehrerer Zahlraten (z.B. bei der Vielkanalanalyse) diirfen deshalb auch gemeinsame Komponenten u(zx;, zx) = 0 der
MeBunsicherheit angesetzt werden (siehe auch 6.6).

ANMERKUNG: Der Fall N; = 0 ergibt u(z;) = 0. Das ist unrealistisch, weil die MeBunsicherheit bei endlicher
MeBdauer ¢; keineswegs verschwindet, nur weil zufallig kein Ereignis registriert wird. Dieser Fall kann auch bei
Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate nach 8.1 oder in Gleichung (A.25), wenn durch u?(z;) zu di-
vidieren ist, auf eine Division durch Null fiihren. Diese Schwierigkeit kann, wenn die MeBgréBe positiv ist, durch
Waht einer ausreichend langen MeBdauer oder bei der Vielkanalanalyse durch geeignetes Zusammenfassen von
Kanalen vermieden werden.

6.5 EinfluBgroBen

Meist konnen lediglich eine untere Grenze a; und eine obere Grenze b; fir die m & g lichen Werte einer
EingangsgroBe X;, z.B. einer EinfluBgréBe*, gemessen oder abgeschatzt werden. Dann lautet der Ansatz

2= (i +5:)/2 5 u®(zi) = (b; — a;)?/12 (32)

(Zu gemeinsamen Komponenten der MeBunsicherheit siehe 6.6). Diese Ausdriicke sind ebenso zu verwenden, wenn

keinerlei Information iiber eine wahrend der Messung mdgliche oder tatsichliche Anderung einer EinfluBgréBe in
ihren Grenzen vorliegt. Die Ansatze nach Gleichung (32) entsprechen einer Rechteckverteilung* des Schatzers fir die
EinfluBgroBe zwischen den Grenzen.

Andere Ansatze:

a) Schwingt die EinfluBgroBe bekanntermaBen zwischen den Grenzen sinusférmig in der Zeit mit einer Schwin-
gungsdauer, die klein ist gegen die MeBdauer, so ist in Gleichung (32) der Nenner 12 durch den Nenner 8 zu
ersetzen.

b) Kdnnen bei einer sich zeitlich zufillig dndernden EinfluBgroBe X der zeitliche Mittelwert & = v(t) und Effek-
tivwert vefr gemessen werden, so gelten die Ansatze

z=7 ; uz(x):vsz—f)z ;o vesr = \/V2(2) . (33)

c) Liegt fiir eine aus physikalischen Griinden nicht negative EinfluBgroBe X lediglich ein Schatzwert z > 0 vor,
so ist u(z) = = anzunehmen.

d) Wird eine systematische MeBabweichung iiber eine GroBe X = a (1~ cos Z) ~ aZ2/2 durch eine EinfluBgroBe
Z, beispielsweise einen Winkel, mit |Z| < b < 1 bewirkt, so sind

z=ab?/6 ; u?(z)=d%b*/45 - (34

zu benutzen.

BEISPIEL 1:

Beispiele unterer und oberer Grenzen sind:

a) gemessene Grenzen, z.B. einer EinfluBtemperatur, die mittels eines Maximum-Minimum-Thermometers ge-
messen werden,

b) bekannte Grenzen einer durch Rundung verursachten Abweichung (siehe Beispiel 2),

¢) geschatzte Grenzen fiir ein vernachlassigtes Restglied einer Reihenentwicklung, z.B. einer Taylor-Reihe fiir eine
Modellfunktion,

d) Grenzen fiir die MeBabweichung einer anzeigenden MeBeinrichtung, die sich z.B. aus den Angaben des Her-
stellers oder eines Zertifikats ergeben konnen.

BEISPIEL 2:
Ist der Wert v einer GroBe X gegeben und bekannt, daB er aufgerundet worden ist, und ist 107 der Stellenwert der
letzten signifikanten Ziffer von v (p ist eine ganze Zahl), so sind die Grenzen der durch die Rundung verursachten
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