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Orthogonal coordinate systems; general concepts

1 Allgemeines

Ein Koordinatensystem dient zur quantitativen Beschrei-
bung der Lage von Punkten in einem Raum, z. B. in einem
zweidimensionalen Raum (Ebene) oder in einem drei-
dimensionalen Raum. Diese Norm befaBt sich nur mit
Koordinatensystemen in dreidimensionalen euklidischen
Réaumen und mit der Darstellung physikalischer GroBen
in solchen Koordinatensystemen.

2 Koordinatensysteme mit
geraden Koordinatenlinien

2.1 In einem dreidimensionalen euklidischen Raum
seien vier Punkte O, Eq, E,, Es ausgezeichnet, die nicht
in einer Ebene liegen. Dann bestimmen diese Punkte ein

Koordinatensystem mit dem Ursprung O (Buchstabe O)
—_ — —

und den Basisvektoren OE,;, OE,, OE;.

Jedem Punkt P sind als Koordinaten die Zahlen &, &
und &5 zugeordnet, fur die

e — — —_
OP = cfl OE] + (,[2 OE2 + 53 0E3
ist. Die drei Koordinatenfunktionen (P> ¢ (P)),
(P & (P)) und (P> & (P) ), die jedem Punkt seine
Koordinaten zuordnen, werden auch einfach mit ¢;, & und
{3 bezeichnet. Hierbei ist { = ) der Funktionsbildungs-
operator nach DIN 5474, Ausgabe September 1973,
Nr 3.1.2.

Das Koordinatensystem ist die Zuordnung, die
jedem Punkt P das Tripel (¢ (P), & (P), & (P)) seiner
Koordinaten umkehrbar eindeutig zuordnet. Man kann es
auch kurz als Koordinatensystem ¢;, &, & bezeichnen.

Die durch die drei Punktepaare (O, E;), (O, E,), (O, Es)
festgelegten drei Geraden nennt man Koordinaten-
achsen.

Die Koordinatenachsen sind orientiert (siehe
DIN 1312, Ausgabe Marz 1972, Abschnitt 1.1), d. h. auf
ihnen ist je ein Durchlaufsinn ausgezeichnet, namlich
vom Punkt O zum Punkt E; bzw. E; bzw. E3. Der Durch-
laufsinn wird meist durch einen Pfeil gekennzeichnet.

2.2 Das Koordinatensystem heiBt orthogonal, wenn
die Basisvektoren nach Abschnitt 2.1 aufeinander senk-

recht stehen, so daB also die skalaren Produkte
—_— - —_—  — —_ —
OE] . OE2 = OE2 . OE3 = OE3 . OE] =0 sind.

2.3 Das orthogonale Koordinatensystem heiBt ortho-
normiert oder kartesisch, wenn die Basisvektoren
den Betrag 1 haben (siehe Anmerkungen). Wenn man von
einem orthogonalen System ausgeht und zu den nor-
mierten Basisvektoren libergeht:

— — —
OE, OE; OE;

e —S €T 5, eT o,
I OE | I OE, ! I OE5|

s0 bestimmt der Punkt O mit den Basisvektoren e,, e;, es
ein orthonormiertes Koordinatensystem.
Wenn die Koordinaten in diesem System mit x, x5, x3
bezeichnet werden, so ist also

—_—

Oop = X1e; + xoep + Xzes.

Fur die Koordinaten gilt:

—_— - -
x1=§1IOE1I, x2=62|OE2|, x3={3IOE3I.

2.4 In Naturwissenschaft und Technik ist es blich, als
Koordinaten nicht Zahlen, sondern GrdéBen zu ver-
wenden. Die Koordinaten x,, x,, x5, die auch mit x, y, z
bezeichnet werden, haben dann die Dimension einer
Lange (siehe Anmerkungen).

Die Basisvektoren erhalten keine physikalische Dimen-
sion. Sie konnen sowohl zur Darstellung von Ortsvektoren
als auch von anderen Vektoren (z. B. Geschwindigkeiten,
Krafte, Feldstarken) verwendet werden (siehe Abschnitt 7).
Die kartesischen Koordinaten eines Punktes P im (x, y, 2)-
Raum sind auch gegeben durch die drei Abstinde x, y, 2
zwischen den senkrechten Projektionen des Punktes P
auf die drei Koordinatenachsen und dem gemeinsamen
Ursprung O (siehe Bild 1).

P
| Z =const,
e
/ | x =const,
LT

+Z

Bild 1.

Stimmt die Richtung vom Ursprung O zu der senkrechten
Projektion des Punktes P auf eine der drei Koordinaten-
achsen mit deren Durchlaufsinn Gberein, so ist die betref-
fende Koordinate positiv. Ist die erwdhnte Richtung
dem Durchlaufsinn entgegengesetzt, ist die betreffende
Koordinate negativ.

Fortsetzung Seite 2 bis 4
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2.5 Koordinatenebenen sind die Ebenen, auf
denen eine der Koordinaten konstant ist, also die Punkt-
mengen {Plx(P) = const;], {Ply(P) = const,],
{P1z (P) = consty | in der Ausdrucksweise nach DIN 5473,
Ausgabe Juni 1976, Nr 1.4.

26 Koordinatenlinien sind die Schnittgeraden
von aufeinander senkrechten Koordinatenebenen, d. h.
die Geraden, auf denen jeweils zwei Koordinaten kon-
stant sind.

Eine x-Linie ist eine Schnittgerade der Ebenen y = const,
und z = constg, also eine Punktmenge { P!y (P) = const,
~ z (P) = consts|.

Eine y-Linie ist eine Schnittgerade der Ebenen x = const;
und z = constg, also eine Punktmenge { P! x (P) = const,
A z (P) = constg ).

Eine z-Linie ist eine Schnittgerade der Ebenen x = const,
und y = const,, also eine Punktmenge { P | x (P) = const,
Ay (P) = const, .

Dabei ist A das Zeichen fir Konjunktion (Sprechweise:
und) nach DIN 5474, Ausgabe September 1973, Nr 1.1.2.

3 Koordinatensysteme mit
gekriimmten Koordinatenlinien

3.1 Es seien x, y, z kartesische Koordinaten eines
Punktes P im Raum und

x=xu v w), y=yuovw), z=2z(Wuo w)

drei im Raumbereich der u, v, w eindeutige und stetig
differenzierbare Funktionen. Durch jeden Punkt P des
(u, v, w)-Raumes gehen dann und nur dann drei raum-
liche Schnittkurven je zweier Flachen aus den Flachen-
scharen u = const;, v =const,, w = constz, wenn der
Zusammenhang nach obigem Gleichungssystem zwi-
schen dem (x, y, z)-Raum und dem (u, v, w)-Raum um-
kehrbar eindeutig ist, also durch eine bijektive Abbildung
vermittelt wird.

Man nennt das Koordinatensystem u, v, w krumm-
linig, wenn mindestens eine dieser drei Schnittkurven
(Koordinatenlinien, siehe auch Abschnitt 3.4) gekrimmt
ist.

3.2 Das krummlinige Koordinatensystem u, v, w heiBt
dann orthogonal, wenn sich die drei erwahnten
Schnittkurven oder deren Tangenten in jedem Punkt P
des Raumes paarweise senkrécht schneiden.

Die krummlinigen orthogonalen Koordinaten eines
Punktes werden bei Anwendungen in Naturwissenschaft
und Technik mit u, v, w, sonst auch mit uy, u,, uz bezeich-
net.

3.3 Koordinatenflachen sind die Flachen, auf
denen eine der drei Koordinaten u, v, w konstant ist, also
die Punktmengen {Plu (P)=const;], {Plo(P)=
const, |, | Pl w (P) = constg ]} .

Die Koordinatenfidchen bilden ein aus drei einparametri-
gen Flachenscharen bestehendes dreifaches Flachen-
system.

3.4 Koordinatenl!inien sind die durch einen Punkt P
gehenden Schnittkurven je zweier Koordinatenflachen.

Eine u-Linie ist eine Schnittlinie der Flachen v = const,
und w = consts, also eine Punktmenge
|Plo(P) = const, A w (P) = consty |.
Eine v-Linie ist eine Schnittlinie der Flachen 1 = const,
und w = consts, also eine Punktmenge
| Pl u (P) = consty A w(P) = constg}.

Eine w-Linie ist eine Schnittlinie der Flachen u = const,
und v = const,, also eine Punktmenge
{Plu(P) = const; A v (P) = consty ).

4 Spezielle krummlinige orthogonale
Koordinatensysteme

Bei Anwendungen in Naturwissenschaft und Technik
kommen auBer dem kartesischen Koordinatensystem
vielfach Zylinderkoordinatensysteme und
Rotationskoordinatensysteme vor.

4.1 Zylinderkoordinatensysteme

Gebrauchliche Zylinderkoordinatensysteme
sind soliche, die man sich durch geradlinige Fortbewegung
des Mittelpunktes einer ebenen Kurve zweiter Ordnung
(Kegelschnitt) langs einer Koordinatenachse erzeugt
denken kann. Das bekannteste Zylinderkoordinaten-
system ist das Kreiszylinder-Koordinaten-
system.

4.2 Rotationskoordinatensysteme

Gebrauchliche Rotationskoordinatensysteme
sind solche, die man sich durch Rotation einer ebenen
Kurve zweiter Ordnung (Kegeischnitt) um eine durch den
Mittelpunkt gehende und in derselben Ebene liegende
Koordinatenachse erzeugt denken kann. Das bekannteste
Rotationskoordinatensystem ist das Kugeilkoordina-
tensystem.

5 Ceispiele

An den Beispielen des Kreiszylinder-Koordinaten-
systems und des Kugelkoordinatensystems werden die
in Abschnitt 3 aufgefiihrten Zeichen, Begriffe und
Zusammenhange erlautert.

5.1 Kreiszylinder-Koordinatensystem (siehe Bild 2)

+y

/
p=const,

Bild 2.
Die krummlinigen orthogonalen Koordinaten
sind:

u=90, 0v=9 w=2
Der Wertebereich ist:

0=p<xo, 0=p<2n, —0o<z<+ 0o

Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordi-
naten x, v, z ist:

X =0Cos¢p, y=0S8ing z=2
Die drei Koordinatenflachen sind:

Kreiszylindermantel 0 = const;,
Halbebenen @ = consty,
Ebenen z = consts.
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