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1 Anwendungsbereich und Zweck

Bei den meisten Untersuchungen werden aus der vorlie-
genden Grundgesamtheit (dem Prifios) Proben entnom-
men. Die daran fiir ein bestimmtes Merkmal ermittelten
KenngréBen miissen den SchluB auf die entsprechenden
KenngrdBen in der Grundgesamtheit (dem Priiflos) zulas-
sen.Die Probe muB deshalb so entnommen werden,daB die
Differenz zwischen der an der Probe gefundenen Kenn-
gréBe und der KenngroBe der Grundgesamtheit zuféllig ist,
d.h., die Probe mus fiir die Grundgesamtheit représentativ
sein (repréasentative Probe).

Weiterhin miissen die zufilligen Abweichungen quantitativ
abgeschitzt und Vertrauensbereiche fiir die unbekannten
KenngroBen der Grundgesamtheit bei vorgegebenem Ver-
trauensniveau angegeben werden kénnen.

SchlieBlich muB damit gerechnet werden, daB mdglicher-
weise mehrere Streuungsursachen vorhanden sind. Die
Probenahme hat so zu erfolgen, daB die verschiedenen
Streuungsursachen beriicksichtigt und ihre Auswirkungen
getrennt erfaBt werden konnen.

Fiir alle Untersuchungen, bei denen von der Stichprobe auf
die Grundgesamtheit geschlossen werden soll, miissen die
Proben nach dieser Norm entnommen werden. Falls Proben
untersucht werden, die nicht nach dieser Norm enthommen
wurden, gelten die Ergebnisse nur fiir die Probe selbst,nicht
fiir die Grundgesamtheit.

Diese Norm bezieht sich auf alle Bereiche der Technik,
Wissenschaft, Medizin, Wirtschaft usw.

In DIN 53 803 Teil 3 werden die statistischen Grundlagen
der Probenahme bei zweifacher Aufteilung nach zwei
gleichberechtigten Kriterien und in DIN 53803 Teil 4 die
statistischen Grundiagen der Probenahme bei zweifacher
Aufteilung nach zwei einander nachgeordneten Kriterien
behandelt.

In dieser Norm werden die statistischen Grundlagen der
Probenahme bei einfacher Aufteilung behandelt, d. h. beim
Vorliegen von zwei Streuungsursachen.

Die folgenden beiden Méglichkeiten sind zu unterscheiden:

a) Die Existenz zweier Streuungsursachen ist zwar
bekannt, iiber das AusmaB ihrer Auswirkungen liegen
jedoch keine Angaben vor. Da in diesem Falle die Ein-
fache Varianzanalyse durchzufiihren ist, muB bereits
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die Probenahme darauf abgestelit werden (siehe Ab-
schnitte 2 bis 4).

b) Liegen dagegen quantitative Erfahrungswerte fiir die
beiden Streuungen vor, dann kdnnen damit konkrete
Vorschriften fir die Probenahme gemacht werden, um
zu einem Ergebnis mit vorgegebener Weite des Ver-
trauensbereiches zu gelangen (siehe Abschnitte 5 bis 8).

Wie sich praktisch gezeigt hat, ist jede fiir ein bestimmtes
Merkmal reprisentative Stichprobe nicht ohne weiteres
auch fiir ein anderes Merkmal repréasentativ.

2 Begriffe

Die in dieser Norm verwendeten Begriffe sind in DIN 55350
Teil 11, Teil 12, Teil 14, Teil 21, Teil 22, Teil 23, Teil 24 und Teil 31
festgelegt.

Bei der Gruppeneinteilung einer Grundgesamtheit nach
einem Kriterium ist die Einfache Varianzanalyse ein stati-
stisches Auswertungsverfahren, das auf der Aufteilung der
gesamten Summe der quadrierten Abweichungen (S.d.q.A)
in zwei Anteile beruht:

— die S.d.q.A. innerhalb der Gruppen und

— die S.d.q.A. zwischen den Gruppen.

Sie dient unter anderem zur Entscheidung der Frage, ob die
Grundgesamtheit beziiglich eines bestimmten Merkmals bei
einer bestimmten Gruppeneinteilung als homogen anzu-
sehen ist, und zur Abschitzung der Anteile, mit denen die
beiden Streuungsursachen zur Gesamtstreuung beitragen.
Zur Berechnung des Vertrauensbereiches fur eine Kenn-
gréBe der Grundgesamtheit muB das Vertrauensniveau 1-a
vorgegeben werden. Zum Testen von Hypothesen muB das
Signifikanzniveau @ vorgegeben werden. Das Vertrauens-
niveau und das Signifikanzniveau sind nach technischen
und wirtschaftlichen Kriterien vor Beginn der Unter-
suchung festzulegen.

Ausdriicklich sei darauf hingewiesen, daB das Signifikanz-
niveau fiir den Test und das Vertrauensniveau fiir die Ab-
grenzung der Vertrauensbereiche unabhangig voneinander
nach den Folgen von Fehlentscheidungen festgelegt wer-
den koénnen.

Der Begriff, Stichprobenumfang* ist nach DIN 55 350 Teil 14
definiert als ,Anzahl der Auswahieinheiten in der Stich-
probe“ In dieser Norm wird dieser Begriff aufdie ,Anzahl der

—_

Beobachtungswerte einer Stichprobe* Uber%rc u ments
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Tabelle 1. Anordnungsschema fiir die Beobachtungswerte; Zwischensummen und HilfsgroBen bei einfacher Aufteilung

3 Anordnungsschema fiir die Beobachtungs-
werte bei einfacher Aufteilung

Die Beobachtungswerte werden nach dem Schema in
Tabelle 1 (stark umrandeter linker Teil) zusammengestelit.
Das Schema enthilt zu jederderny Gruppen (i=1,2,3,...,1n4)
die zugehérigen n, Beobachtungswerte (j=1,2,3,..., ny).
Dabei wird in dieser Norm die Anzahl der Beobachtungs-
werte fiir jede Gruppe als gleich groB vorausgesetzt. Bei
unterschiedlichen Anzahlen von Beobachtungswerten in
den Gruppen siehe [1].

Man bildet weiter fir jede Zeile i die folgenden Zwischen-
summen:

Summe aller Beobachtungswerte innerhalb der Zeile i:
n2
Ai = D xj (1)
j=1

Summe aller quadrierten Beobachtungswerte innerhalb
der Zeile i:

n2
2
Bi =2 xij (2)
j=1
Quadrat der Summe alier Beobachtungswerte innerhalb
der Zeile i:

n2 2
Al = (/Z xij) 3
j=1

Diese fiir jede Zeile i vorliegenden drei Zwischensummen
werden jeweils iiber alle ny Zeilen zu den folgenden Hilfs-
gréBen (Spaltensummen der Zwischensummen) summiert:

Summe aller Beobachtungswerte:
4 ny ng
A =2 A= D “
i=1 i=1j=1

Summe aller quadrierten Beobachtungswerte:
nq ny n2

B =3 B=2 > 4 (5)

i= i=1j=1

Summe der Quadrate der Summe aller Beobachtungswerte
innerhalb der Zeilen i:

ni n nz 2
C =ZA12=Z (z xii) )]
i=1 i=1 \j=1

Die Zwischensummen und HilfsgroBen diirfen nicht gerun-
det werden.

Full document details: DIN 53803-1:1991-03

Beobach- 1 2 bis j bis 1y Zwischensummen
tungs-
wert
Gruppe A B; AF
. . 2
1 X11 X112 bis X1 bis X1no Aq B4 Aj
2 X21 X292 bis X2j bis X2no Ag B, A%
bis bis bis bis bis bis bis bis
i Xi1 Xi2 bis Xjj bis Xino Ai Bi Ai2
bis bis bis bis bis bis bis bis
ny Xnq 1 Xnq2 bis Xngj bis Xnqng Any By, A},
HilfsgroBen A=Y A; | B=2B|C=2 A

Bis hierher ist der Gang der Rechnung unabhéngig davon,
ob spiter das Modell mit Zufallskomponenten oder das
Modell mit systematischen Komponenten benutzt wird.

4 Statistische Auswertung bei einfacher
Aufteilung (inhomogene Grundgesamtheit)

4.1 Allgemeines

Bei der Untersuchung muB man das Priiflos aus sachlichen
Griinden haufig in Gruppen unterteilen. Dabei ist insbeson-
dere das zu untersuchende Merkmal zu beriicksichtigen,
siehe Tabelle 2.

Tabelle 2. Beispiele fiir die Unterteilung des Priifloses

Grund- Einheiten
gesamtheit Merkmal Gruppe | (innerhalb einer
Priiflos Gruppe)
mehrere Gehalt an Ballen Teile eines
Ballen rein ge- Ballens (z.B.
SchweiB- waschener entnehmbare
wolle Wolle Kernbohr-
proben)
ein Ballen Feuchtig- Schicht | aus einer Schicht
Chemie- keitsgehalt | oder oder Schale ent-
fasern Schale | nehmbare Teile
bestimmter
gleicher GroBe
Garn- Hochstzug- | Kops Teile eines Kops
lieferung kraft (z.B. enthehm-
bare Abschnitte
von 50cm
Lange)
Gewebe- Flachen- Gewebe-| aus einem
lieferung gewicht stiick Gewebestiick
entnehmbare
Teilabschnitte
bestimmter
gleicher GroBe

Die Gruppe ist ein Teil der Grundgesamtheit, der sich bei einer
sachlich begriindeten Unterteilung der Grundgesamt-
heit ergibt. Die Definitionen fiir die KenngréBen der Grund-
gesamtheit gelten in entsprechendgr Form auch fiir die

KenngréBen der Gruppen. Es gibt aldd @GLIEIAISN TS
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einzelne Gruppe i als Teilgesamtheit (,ui,o?,ai,yi) und Kenn-
groBen der aus der Gruppe entnommenen Stichprobe
(%, 5 830 03)-

Homogen (in statistischem Sinne) beziiglich eines
bestimmten Merkmals bei einer bestimmten Gruppenein-
teilung ist eine Grundgesamtheit dann, wenn fir dieses
Merkmal die KenngroBen y;, 012, 0, y; aller Gruppen unter-
einander, also auch mit denen der Grundgesamtheit, iiber-
ein- stimmen, bzw. die KenngrdBen x;, siz, s;, 0 nur zuféllig
voneinander abweichen.

Wenn nichts anderes bekannt ist, muB man davon aus-
gehen,daB das Priiflosinhomogenist,d. h.,die Streuung der
Beobachtungswerte um ihren Mittelwert —den Gesamtmit-
telwert — besteht aus zwei Komponenten: der Streuung
innerhalb jeder Gruppe (Streuung der Beobachtungswerte
um den jeweiligen Gruppenmittelwert) und der Streuung
zwischen den Gruppen (Streuung der Gruppenmittelwerte
um den Gesamtmittelwert).

Dann hat die Probenahme so zu erfolgen,daB folgende Aus-

sagen gemacht werden kdnnen:

1a) Fiir den Gesamtmittelwert muB ein Schatzwert ange-
geben und ein Vertrauensbereich abgegrenzt werden
konnen. Das gleiche gilt fiir die Gruppenmittelwerte
beim Modell mit systematischen Komponenten.

1b) Beide Streuungen (zwischen den Gruppen und inner-
halb der Gruppen) miissen getrennt und quantitativ
erfaBt werden kénnen.

1¢) Insbesondere muB statistisch entschieden werden
kénnen, ob die Streuung des untersuchten Merkmails
zwischen den Gruppen existiert, d. h. ob das Material
beziiglich des untersuchten Merkmals bei der gewéhl-
ten Unterteilung der Grundgesamtheit in Gruppen als
inhomogen anzusehen ist.

Damit die genannten Forderungen erfiillt werden kénnen,

muB folgendes beachtet werden:

2a) Mebhr als eine Gruppe ist zur Probenahme heranzuzie-
hen: ebenso ist aus jeder untersuchten Gruppe mehr
als eine Einzelprobe zu entnehmen. Die Anzahl der
Einzelproben je Gruppe und, falls fir die Gruppen
getrennte Untersuchungen durchgefiihrt werden
miissen, die Anzahl der Endproben je Gruppe, muB fir
alle untersuchten Gruppen gleich sein, damit die
nachstehenden statistischen Auswertungsverfahren
anwendbar sind.
Beim Fehlen jeglicher Vorkenntnisse wahit man die
Anzahl der zur Probenahme heranzuziehenden Grup-
pen mindestens so groB wie die Anzahl der Endproben
je Gruppe; fast immer ist es glinstiger, die Anzahl der
Gruppen erheblich gréBer zu wahlen als die Anzahl der
Endproben je Gruppe.

2b) Falls nicht alle Gruppen zur Probenahme herangezo-
gen werden, miissen die Gruppen, denen Proben ent-
nommen werden sollen, zuféllig aus der Grund-
gesamtheit ausgewihlt werden.Bei der Entnahme der
Endproben aus den Gruppen sind die Richtlinien von
DIN 53803 Teil 2 zu beachten.

2c¢) Zu jeder Einzelprobe bzw. Endprobe ist die Gruppen-
zugehorigkeit festzuhalten.

4.2 Modellvorstellungen

Um Aussagen iiber die Grundgesamtheit machen zu kon-
nen, miissen einige Modellannahmen iiber die Grundge-
samtheit gemacht werden. Entsprechend den praktischen
Gegebenheiten sind zwei Modelle zu unterscheiden,

das Modell mit Zufallskomponenten und

das Modell mit systematischen Komponenten.

Bei beiden Modellen wird unterstellt, daB sich jeder Merk-
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malswert ay; der Grundgesamtheit aus mehreren Kompo-
nenten geméB folgender Gleichung zusammensetzt:

aj=p+Wi— W) +ei=u+§ite; )

Dabei ist
Ui der Mittelwert der Gruppe i (i=1,2,3,..., M)

& =pu;—u die Abweichung des Mittelwertes der Gruppe i
vom Mittelwert u der Grundgesamtheit

&jj eine Zufalisabweichung innerhalb der Gruppe i.

in den folgenden Ausfilhrungen wird vorausgesetzt, da
die &; unabhingig voneinander und normalverteilt sind;
sie haben fiir jede Gruppe den Mittelwert Null und die
Varianz og; 03 wird Varianz innerhalb der Gruppen genannt.

Diese Voraussetzungen, wonach die Beobachtungswerte
innerhalb einer Gruppe normalverteilt sind und die
Varianz og fiir alle Gruppen gleich ist, sind gegebenenfalls
mit Hilfe geeigneter statistischer Testverfahren nachzupri-
fen (siehe [1], z.B. Cochran-Test).

Die beiden Modelle unterscheiden sich hinsichtlich der Art
der Abweichungen &; = u; — u der Gruppenmittelwerte vom
Mittelwert der Grundgesamtheit.

4.2.1 Modell mit Zufallskomponenten

Kann oder soll die einzelne der insgesamt vorhandenen
M Gruppen nicht als Individuum aufgefaBt werden und will
man Aussagen iiber den Mittelwert ¢ der Grundgesamtheit
und die Streuung der Gruppenmittelwerte y; um den Mittel-
wert y der Grundgesamtheit machen, dann ist das Modell
mit Zufaliskomponenten anzuwenden. Bei diesem Modell
ist der einzelne Gruppenmittelwert ohne Bedeutung. Man
faBt die Abweichungen &; = u; — i als Zufallsabweichungen
mit dem Mittelwert Nuil und der Varianz og auf; o wird
Varianz zwischen den Gruppen genannt.

Von den M Gruppen werden ny Gruppen zuféllig aus-
gewihlt und zur Probenahme herangezogen. (Im Grenzfall
kann ny =M werden.)

Das Ziel der Auswertung beim Modell mit Zufallskompo-
nenten ist also, Aussagen iiber den Mittelwert y der Grund-
gesamtheit und die beiden Varianzen a% und o§ zu machen,
aus denen sich die Varianz o2 der Beobachtungswerte
additiv zusammensetzt:

%= ag + og (8)
Aus diesem Grunde werden die Varianzen a% und og héaufig
Varianzkomponenten, die Standardabweichungen oz und
0 Streuungskomponenten zwischen den Gruppen und
innerhalb der Gruppen genannt.

Bei einfacher Gruppenunterteilung miissen damit neben u
noch zwei Varianzen (og und og) beriicksichtigt werden.
Das Modell mit Zufallskomponenten wird bei Abnahmeprii-

fungen sehr haufig angewendet; dabei kommt es nur auf
den Mittelwert u der Grundgesamtheit und die beiden

Varianzen o% und 05 an, die Gruppen werden in der Regel
nicht als Individuen behandelt.

4.2.2 Modell mit systematischen Komponenten

Kann oder muB jede der M vorhandenen Gruppen als ein
individuum aufgefaBt werden, iiber das eine Aussage sinn-
voll ist,dann ist das Modell mit systematischen Komponen-
ten zugrunde zu legen.

Bei diesem Modell ist jeder der einzelnen Gruppenmit-
telwerte von Bedeutung, und man faBt die Abweichungen
& = u;— u der Gruppenmittelwerte vom Mittelwert

1 M
= > Ui ©)

i=1

der Grundgesamtheit als systematische Abweichungen auf.

Damit jeder Gruppenmittelwert p;_einzeln c«umants
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kann, miissen alle M Gruppen zur Probenahme herangezo-
gen werden (r1 = M).

insgesamt ist das Ziel der Auswertung, Aussagen liber den
Mittelwert u der Grundgesamtheit und/oder die M Grup-
penmittelwerte u;, in jedem Falle aber liber die Varianz o§
innerhalb der Gruppen zu machen.

Das Modell mit systematischen Komponenten wird bei inner-
betrieblichen Untersuchungen sehr héufig angewendet;
dabei kommt es z. B.auf die Untersuchung von Arbeitspositio-
nen, Maschinen, Laboranten, MeBgeréten, MeBverfahren an,
die Gruppen werden also als Individuen behandelt.

4.3 Auswertung

Jede Einzelprobe bzw. Endprobe liefert fiir das untersuchte
Merkmal einen Beobachtungswert; zu jedem dieser Beob-
achtungswerte muB die Gruppenzugehdrigkeit festgehal-
ten werden.

Bezeichnet man die Anzahl der zur Probenahme herange-
zogenen Gruppen mit 77y und die Anzahl der auf jede dieser
Gruppen entfallenden Beobachtungswerte mit n,,dann fal-
len insgesamt n = 1 - np Beobachtungswerte x;; an. Dabei
ist i die Nummer der Gruppe und j die Nummer des Beob-
achtungswertes in dieser Gruppe.

Aus den entsprechend dem Schema in Tabelle 1 auf-
geschriebenen Beobachtungswerten werden die Mittel-
werte x;. und die Varianzen Si2 der n11 Gruppen berechnet:

X, =— 2 x5 (10)

2 (i —xi)° (1)

Der Gesamtmittelwert der n = n4 - 1o Beobachtungswerte
ist:
4

Z qu-—le (12)

M N2 =1 j=1 n =1

xX,.=

(x.. wird auch als x bezeichnet.)

Zur Durchfiihrung der Varianzanalyse berechnet man die
S.d.q.A.innerhalb der Gruppen

nt n2

=2 D (wij—x.) =(2—1) Z i (13)

i=1j=1
und die zugehorige Zahl der Freiheitsgrade
fw=mny(n2—1) (14)
sowie die S.d.q.A. zwischen den Gruppen

ny  n2

Q=2 2 (xi.—x.)°=n, Z *xi.—%.)% (15)

i=1 j=1 i=1
und die zugehdorige Zah! der Freiheitsgrade
fo =n—1. (16)

Die Summe dieser beiden S.d.q.A. ergibt die gesamte
S.d.q.A.

ny ng

Qiotal = Qw + Qo= 2. > (xij—x..)° an
i=1j=1

mit ftotal =fw+fb=n1 np—1 (18)

Freiheitsgraden.

Die Indizes w und b leiten sich von den englischen Benen-
nungen ,within“ fiir ,innerhalb" und ,between” fiir ,zwi-
schen* ab.
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Rechentechnisch ist es ungiinstig, die S.d.q.A. aus den
Definitionsgleichungen (13) und (15) zu gewinnen. Zweck-
maBiger ist folgender Weg:

Die gesuchten Summen der quadrierten Abweichungen
werden aus den in Tabelle 1 enthaltenen HilfsgroBen A, B
und C ermittelt. Dabei ist:

[ A?
Q =—- (19)
ny Hy-np
C
Qw =B—— (20)
1]
A2
Qiotal =B — (21)
nq- Ho

Weiter ist der Gesamtmittelwert der 74 - 1, Beobachtungs-
werte: A

x,, = (22)
ny-na

Zusammen mit der jeweils zugehorigen Zahl der Freiheits-
grade f wird die Zerlegungstafel aufgestellt, siehe Tabelle 3
und Tabelle 4.

Bei der dargestellten Rechentechnik erhdlt man die
S.d.q.A. immer als Differenz nahezu gleichgroBer Zahlen.
Deshalb muB die Stellenzahl der Rechenmaschine min-
destens doppelt so groB sein wie die Stellenzahl der Beob-
achtungswerte. Die wahrend der Rechnung anfallenden
Zwischenergebnisse diirfen keinesfalls gerundet werden.
Erst die S.d.q.A. selbst darf gegebenenfalls gerundet werden.
Man kann statt mit den Beobachtungswerten selbst auch
mit transformierten Beobachtungswerten rechnen, wenn
durch Subtraktion eines Hilfswertes bei der Mehrzahl der
Beobachtungswerte Stellen wegfallen. Werden alle Beob-
achtungswerte um einen Hilfswert vermindert, dann ver-
mindern sich alle Mittelwerte um den gleichen Hilfswert,
wihrend alle Varianzen unveréndert bleiben.

4.4 Weitere Auswertung beim Modell mit
Zufallskomponenten

4.4.1 Schéatzwerte fiir die Modellparameter

Mit Hilfe der S.d.qg.A. und der zugehdrigen Zahl von Freiheits-

graden wird die Zerlegungstafel aufgestelit, siehe Tabelle 3.

Damit die einfache Aufteilung sinnvoll bleibt, miissen die

Freiheitsgrade f,, und f;, mindestens gleich 1 sein, die unte-

ren Schranken i.r ny und ny sind also jeweils gleich 2.

Aus (22) und der Zerlegungstafel erhilt man als Ergebnis:

Schitzwert fur y ist x_, (23)

Schitzwert fir a? ist 65 =5 (24)

2 2
Sp— Sw

Schitzwert fiir of ist 67 = (25)

5]
Falls 6% negativ ist, wird og durch Null geschétzt.

Neben den Schéatzwerten 6% und 6? werden haufig die
Schitzwerte 6¢ und g, fiir die Streuungskomponenten
benutzt:

Schitzwert fir o ist 6, = V52 (26)
2 2
L. .. . - Sp— Sw
Schatzwert fiir o¢ ist 6¢= (27)
nz
Weiter ist fiir die Variationskoeffizienten y¢ und y:
" . O¢ . O¢
Schatzwert fir y, = — ist vy = — (28)
U x..

. ) ot 73
Schatzwert f = _" jst _=
wert flrye == ®Dacuments
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Tabelle 3. Zerlegungstafel fiir das Modell mit Zufallskomponenten

Quotient Der Quotient ist
b .d.q.A. Zahl der Freiheitsgrade er Quotient Is
Variabilitat S.d.gA g s2 =_Q_ Schéatzwert fur
Q f f
2
zwischen c A 2 Qb 2 2
= - =nq—1 Sp = — O + 120
den Gruppen Q ny  mi-na fo=m L ¢ ¢
innerhalb c > Quw 2
Qw=B—— fow=n1(n2—1) Sw=—— O¢
der Gruppen w 1y w Y fw
2 2 Qtotal 2 2
gesamt Qiotai =B — fiotai=n1no—1=n—1 §¢= o¢ (falls gz =0)
My Ho ftotal

4.4.2 Testen von Hypothesen

iiber die Modellparameter
Mit dem F-Test |14Bt sich statistisch priifen, ob die Varianz ag
zwischen den Gruppen existiert.

Dazu stellt man die Nullhypothese auf:
2
Ho: OE = 0,
d.h., die Varianz zwischen den Gruppen ist nicht von Null
verschieden; das untersuchte Material ist homogen.

Die zugehorige Alternativhypothese lautet:

2
Hy: og > 0,
d.h., die Varianz zwischen den Gruppen ist von Null ver-
schieden; das untersuchte Material ist inhomogen.
Die Nullhypothese wird mit dem Priifwert Fg =s§/s‘2V
gepriift, der mit dem Tabellenwert Fy, ¢ .1 der F-Vertei-
lung zum Signifikanzniveau a verglichen wird. Die Tabellen-
werte Fg fo.1-0 erhalt man beispielweise aus [1].

Ist Fg < Fiy, £y 1—q,Wird die Nullhypothese nicht verworfen
und das Material als homogen angesehen.

Ist Fg > Fyy g, 1—q Wird die Nullhypothese zugunsten der
Alternativhypothese verworfen und das Material als in-
homogen angesehen.

4.4.3 Vertrauensbereiche fiir die Modellparameter

Wwird die Nullhypothese iiber die Varianz zwischen den
Gruppen nicht verworfen, wird die Grundgesamtheit durch
# und oﬁ gekennzeichnet. Der Vertrauensbereich fur den
Gesamtmittelwert ¢ wird mit r,x_, und s nach DIN 53 804
Teil 1 berechnet.

Wird die Nullhypothese iiber die Varianz zwischen den
Gruppen zugunsten der Alternativhypothese verworfen,
ergibt sich der Vertrauensbereich fiir den Mittelwert u der
Grundgesamtheit zum Vertrauensniveau 1 —a zu:

~2 ~2
nq\ og O¢

x..—tf-1—/2'|/ 1——)—+ <u
bil—e M/ ny HqHo

ny\ 68 2
1 €
<x, tipr-w2 AT han

M/ ny nq n2p

wobei ¢y, . 1 -2 der Tabellenwert der ¢-Verteilung bei zwei-
seitiger Abgrenzung ist, siehe [1].

(30)

In dem haufig auftretenden Fall M > 4, d. h., die Anzahl M
der vorhandenen Gruppen ist groB gegen die Anzahl 4 der
zur Untersuchung herangezogenen Gruppen, ist derin (30)

n
auftretende Faktor |1 — ﬁ1 praktisch gleich Eins und kann

vernachlissigt werden; der Vertrauensbereich hat dann die
Form

~2 .2
0t J¢
X.—tp g2 | —Ft——— <
ny  nyng
(31
2 -2
(43 O¢
<%=l t-w2 || —F
ny Ny N2

Fiir ag und 0? lassen sich ebenfalls Vertrauensbereiche
angeben (siehe [1]).

4.5 Weitere Auswertung beim Modell

mit systematischen Komponenten
4.5.1 Schitzwerte fiir die Modellparameter
Mit Hilfe der S.d.g.A. und der zugehorigen Zahl von Frei-
heitsgraden wird die Zerlegungstafel aufgestellt, siehe
Tabelle 4.

Tabelle 4. Zerlegungstafel fiir das Modell mit systematischen Komponenten

Quotient o
Variabilitat S.d.q.A Zahl der Freiheitsgrade Q Der Quotient ist
Q i §2= + Schitzwert fiir
11
zwischen C A? 2 Qb 2 N2 2
=—_— =n;—1 Spy = —— On+ -
den Gruppen Qv e Myt fo=m b= — i; Wwi—w
innerhalb C 5> Qu )
=B—— =nq (ng—1 Sw=—— g
der Gruppen Qw 1o fw=mn1(n2—1) w= g €
A? 1
gesamt Qtotal =B — fiotal=nynzg—1=n—1 2 Qeoul os (fa"s > (ui—1)?=0
y- N2 frotal i=1
Fa¥alll
|1~ 4A"AA %L1
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Aus (1) und (22) und der Zerlegungstafel erhélt man als
Ergebnis:

A.
Schatzwert fiir y; ist x;, =— (32)

n2

miti=1,2,...,n4

L A

Schatzwert fir yist x, = (33)
HARR (V]
" L2 a2 2

Schiatzwert fir o; ist 6, = sy (34)

4.5.2 Testen von Hypothesen iiber die Modellparameter

Mit dem F-Test 148t sich statistisch priifen,ob Unterschiede
zwischen den Mittelwerten y; bestehen.

Dazu stellt man die Nullhypothese auf:

Ho: py=pa=tz=....=Um
M
bzw. . (ui—u)*=0,
i=1
d.h., die Unterschiede zwischen den Mittelwerten y; sind
nicht von Null verschieden; das untersuchte Material ist
homogen.

Die zugehorige Alternativhypothese lautet:

M
Hi: 2 (i~ +0,

i=1
cl.h., die Unterschiede zwischen den Mittelwerten y; sind
von Null verschieden; das untersuchte Material ist in-
homogen.

Die Nullhypothese wird mit dem Prifwert Fg= s{f/sgV
gepriift, der mit dem Tabellenwert F, ¢ .1~ der F-Vertei-
lung zum Signifikanzniveau a verglichen wird. Die Tabellen-
werte Fy, t..1—¢ erhdlt man beispielsweise aus [1].

Ist Fp < Fyy 1,,,: 1—q, Wird die Nullhypothese nicht verworfen
und das Material als homogen angesehen.

ist Fg > Fyy ¢, 1—q, Wird die Nutlhypothese zugunsten der
Alternativhypothese verworfen und das Material als in-
homogen angesehen.

4.5.3 Vertrauensbereiche fiir die Modellparameter

Wird die Nullhypothese iiber die Unterschiede zwischen
den Mittelwerten y; nicht verworfen, wird die Grundgesamt-
heit bereits durch ¢ und 05 gekennzeichnet. Der Ver-
trauensbereich fiir 4 wird mit 7, x__ und s nach DIN 53 804
Teil 1 berechnet.

Wwird die Nullhypothese liber die Unterschiede zwischen
den Mittelwerten y; zugunsten der Alternativhypothese
verworfen, sind die Vertrauensbereiche fiir die Gruppenmit-
telwerte y; zum Vertrauensniveau 1 —a:

t L
Xi, — g1 -2 =< Ui
yrz (35)
O¢

Vna

Der Vertrauensbereich fiir den Mittelwert ¢ der Grund-
gesamtheit zum Vertrauensniveau 1 — o ist

< Xi, g 1-a2

; Os G
X, =g 1—al2
W
Ynino Vrqng

Dabei ist t; .12 der Tabellenwert der t-Verteilung bei
zweiseitiger Abgrenzung, siehe [1].

SULSE, + iy 1-02 (36)

Fir 03 148t sich ebenfalls ein Vertrauensbereich angeben,
siehe [1].
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4.6 Sonderfall: Homogene Grundgesamtheit

Ist aus Erfahrung die Homogenitét einer Grundgesamtheit
hinsichtlich eines bestimmten Merkmals bei einer be-
stimmten Gruppeneinteilung bekannt, ist bereits eine
dieser Gruppen reprasentativ fiir die Grundgesamtheit. Es
ist dann ohne EinfluB auf das Ergebnis, ob eine, mehrere
und welche Gruppen zur Probenahme herangezogen wer-
den und wie die Gesamtanzahl n der zu untersuchenden
Endproben auf die zur Untersuchung bereitgestellten
Gruppen aufgeteilt wird. Bei homogener Grundgesamtheit
kommt man also ochne Gruppeneinteilung aus.
UnerlaBlich ist es aber, bei der Entnahme der Endproben
aus den Gruppen Richtlinien zu beachten, die in DIN 53 803
Teil 2 behandelt werden.

5 Stichprobenaufbau

bei inhomogener Grundgesamtheit
5.1 Modell mit Zufallskomponenten
Fiir das weitere wird angenommen, daB die Varianzen 0%
und 03 aufgrund bereits vorliegender Erfahrungen (z.B.
Auswertungen nach Abschnitt 4.4.1 bzw. Tabelle 3 anhand

geniigend groBer Anzahlen von Beobachtungswerten) hin-
reichend genau bekannt sind.

Zie! der Auswertung ist, Aussagen {iber den Mittelwert ¢ der
Grundgesamtheit zu machen. ¢ wird geschétzt durch den

Mittelwert x_, einer Stichprobe,wobei x,_, die Varianz oé hat:
2 2
ni\o o
aé=(1—_—‘)_5+ i @7)
M/ nq IARE(Y)

In dem haufig auftretenden Fall M > n¢,d. h.,die Zahl M der
vorhandenen Gruppen ist groB gegen die Zahl ny der zur
Untersuchung herangezogenen Gruppen, ist der Faktor

n
1- ﬁ1 praktisch gleich Eins; x,, hat dann die Varianz:

02 02
3=, T (38)
ny  nq-np

Dermit x__gebildete Vertrauensbereich zum vorgegebenen
Vertrauensniveau 1 —a hat in beiden Félien die Gestalt:

X, —Ui—q2' OGS U LXK, T UI—q2°0G (39)

wobei uq_,o der Tabellenwert der standardisierten Nor-
malverteilung bei zweiseitiger Abgrenzung ist. Der Ver-
trauensbereich iach (39) hat also die halbe absolute
Weite W = uq_g 2 0g; W charakterisiert die Genauigkeit
der Schatzung von u durch x, .

Falls die relative Weite vorgeschrieben ist, wird sie durch
Multiplizieren mit x,, in die absolute Weite umgerechnet.

Seien ¢, die Kosten fir die Bereitstellung einer Gruppe und
¢, die Kosten fiir die Entnahme und Herstellung einer End-
probe und deren Messung, dann entstehen beim Stichpro-
benaufbau (12¢; n,) folgende Gesamtkosten:

Kg=ny-ci+ny-naz-ca (40)
Die halbe Weite W des Vertrauensbereiches und die Gesamt-
kosten sind also vom Stichprobenaufbau (124; n5) abhangig.

Beziiglich des Stichprobenaufbaues werden (jeweils bei fest
vorgegebenem Vertrauensniveau) folgende Fragestellungen
behandelt:

Varianzbestimmte Stichprobe
(siehe Abschnitt 5.1.1)

Varianzbestimmte kostenminimale Stichprobe
(siehe Abschnitt 5.1.2)

Kostenbestimmte Stichprobe

(siehe Abschnitt 5.1.3)

Kostenbestimmte varianzminimaja, Stichprobe

(siehe Abschnitt 5.1.4) ocuments
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5.1.1 Stichprobenaufbau bei vorgegebener Weite
des Vertrauensbereiches fiir den Mittelwert der
Grundgesamtheit; varianzbestimmte Stichprobe

ny und 1y sind so zu bestimmen, daB fur W die Forde-
rung W < Wy bei vorgegebenem Wert Wy erfiillt wird.
Berechnet man aus Wy die GroBe 0(2) geman

2
4
0§=( ° ) @1

Uy —q/2

wobei uq_q/ der Tabellenwert der standardisierten Nor-
malverteilung bei zweiseitiger Abgrenzung ist, so 188t sich

die Forderung W < Wy auch in der Form a<23 < 0(2) schrei-
ben.

Die Varianz 0(23 fiir den Mittelwert der Stichprobe x_, nach (37)
ny\ of ol
0% = (1 —_ _1_) _g + £

soli den vorgegebenen Wert aé nicht (iberschreiten, also

2 2

oG £ 0g-

Sind die Varianzen og und 03 bekannt und werden die
Anzahlen 71y und n, zunéchst als stetig betrachtet, kann
man diese aus der Forderung oé < 0(2, berechnen.

Aus der Forderung oé < og erhilt man zunachst folgenden
im allgemeinen nicht-ganzzahligen Wert fiir die untere
Schranke fir ny:
s 1 og
n=— = 5 (42)

Jo 1 2 O'E

— +—  Oo+—

3 M M
'y ist fiir die weitere Rechnung eine HilfsgréBe, die ohne
Rundung in (43), (44), (46) und (47) eingesetzt wird.
Zu dieser unteren Schranke fiir ny gehort folgender, im all-
gemeinen nicht-ganzzahliger Wert fiir die Schranke fur 7,:

2

nlr nl“ 08 (43)
2 _ e
nyy— 1y o%

Dabei ist 121, in (43) der auf die ndchstgréBere ganze Zahl
aufgerundete Wert »4; falls n’y ganzzahlig ist, wird dieser
Wert um Eins vergroBert.

Die untere Schranke fiir 15 ist n% = 2; hierzu gehdrt derim
allgemeinen nicht-ganzzahlige Wert fiir die obere Schranke
fur nq:

02
iy =n (1 + 2) (44)
205

Diese oberen Schranken #j und 1% werden jeweils auf die
néchstgréBeren ganzen Zahlen ny,, und no,, aufgerundet;
sie bleiben unverdndert, falls sie bereits ganzzahlig sind.
Weitere Ausfilhrungen zu den Rundungsempfehlungen
sind in Abschnitt 7 zusammengestelit.

Die Bereiche fiir die zuldssigen ganzzahligen Werte 724 und
1, sind damit und unter Beachtung der Bedingung ¢ > 2:

2< e <N Mgy 2K M2 < Mous (45)

Mit einer Anzahl von Gruppen unterhalb 74, kann man die
Forderung oé < 0(2) nicht mehr einhalten. Mit einer Anzahl
von Gruppen oberhalb 714, bzw. mit einer Anzahl von End-
proben pro Gruppe oberhalb 5., wird aé zunehmend klei-
ner gegeniiber og, da im ersten Fall n, nicht kleiner als 2
bzw.im zweiten Fall r24 nicht kleinerals n4, werden kann.Die
Anzahlen n4,4 und 1o, brauchen also nicht iberschritten

Die zuldssigen Wertepaare innerhalb der Bereiche nach
(45) berechnet man wie folgt:

Ist ein nach (45) zuldssiger ganzzahliger Wert n4 vorgege-
ben, berechnet man:

2 2 '
. O¢ O¢ 1

n2= =_2_- —
2 nq 2 OE I(F] H4q
ni:0g— 1—T4- 05

Der Wert 71, wird auf die nachstgroBere ganze Zahl n, auf-
gerundet oder bleibt unverdndert, falls er ganzzahiig ist.
Ist ein nach (45) zuléssiger ganzzahliger Wert n, vorgege-
ben, berechnet man:

(496)

_ ¢ na ( 1 03)
==y 1+ — (47)
2+£ n2 Og
M

Der Wert 7i; wird auf die nachstgréBere ganze Zahl ny auf-
gerundet oder bleibt unverandert, falls er ganzzahlig ist.
Von den zulassigen Wertepaaren werden diejenigen als
,glinstige Wertepaare* bezeichnet, bei denen die Varianz
o2 nur wenig Kleiner als ol ist.

Nach fallweise verschiedenen Kriterien wahit man aus den
zulassigen Wertepaaren ein Paar aus.
Aus den oberen und unteren Schranken der Bereiche nach
(45) berechnet man die Spannweiten

Ry=n144—nqeund Ro=Hg4y — Hoy

Zur Berechnung der giinstigen Wertepaare ist es zweckma-
Big, einen zulassigen ganzzahligen Wert ny vorzugeben,
falls Ry < Ry ist,und den zugehorigen Wert r1; nach (46) zu
berechnen, oder einen zuldssigen ganzzahligen Wert n,
vorzugeben, falls Ry < Ry ist,und den zugehorigen Wert 14
nach (47) zu berechnen.Damit wird der Rechenaufwand am
geringsten.

Beispiel 1:
Aus friilheren Untersuchungen sind folgende Werte
fiir die Varianzen bekannt:

of=14 or=47
Die Varianz aé soll den Wert o§= 1,2 nicht tber-
schreiten. (Fiir dieses und die folgenden grundsétz-
lichen Beispiele bleibt die (MaB-)Einheit der Varian-
zen auBer Betracht). Die Grundgesamtheit besteht
aus M =50 Gruppen.
Nach den in Abschnitt 5.1.1 angegebenen Bezie-
hungen (42), (43) und (44) berechnet man:
ny= 9,46 aufgerundet auf ny, =10
n4=2534 aufgerundet auf r11,,=26
ns=58,75 aufgerundet auf ny,, =59

Die Bereiche, in denen n4 und n, variiert werden
kénnen, sind damit in diesem Fall:

10<n <26
In der Tabelle 5 sind samtliche giinstigen Werte-
paare (114; 1) fiir dieses Beispiel zusammengestelit.
AuBerdem ist der Stichprobenumfang #;-n, und
die zugehorige Varianz oé angegeben. Fir die giin-
stigen Wertepaare ist 0(2; nurwenig kleinerals ag =1,2.
In diesem Fall wurden, beginnend mit #y =10, ganz-
zahlige Werte fiir n4 vorgegeben; mit (46) wurden
die zugehorigen Werte n, berechnet.
Fiir die (in Tabelle 5 nicht aufgefiihrten) Wertepaare
(25:2) bis (22;2), (20;3) und (19;3) sowie (17;4) ist
aG > 03 = 1,2; diese Wertepaare sind deshalb nicht

2<ny,<59

2uldssig. Documents
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Tabelle 5. Wertepaare (71; n2) und Varianz 0(2; fir
den Mittelwert der Stichprobe fiir Bei-

spiel 1

2
1 n2 ny-ng g
10 59 590 1,1997
11 21 231 1,1962
12 13 156 1,1879
13 9 117 1,1986
14 7 98 1,1996
15 6 90 1,1756
16 5 80 1,1825
18 4 72 1,1506
21 3 63 1,1327
26 2 52 1,1623

Fiir die (in Tabelle 5 nicht aufgefiihrten) Wertepaare
(25:3) bis (22;3), (20;4) und (19;4) sowie (17;5) ist
aé merklich kleiner als a% =1,2; diese Wertepaare
sind deshalb weniger giinstig. Bei den in Tabelle 5
angegebenen ,glinstigen Wertepaaren® nimmt 724
um mindestens 1 zu und gleichzeitig 7, um min-
destens 1 ab im Vergleich zum vorhergehenden
glinstigen Wertepaar.

Da man 1, = 59 nicht zu liberschreiten braucht und
n1 =10 nicht unterschreiten darf, um 0% < o% =12
einzuhalten, ist das Paar (10;59) das erste glinstige
Wertepaar.

Wie Beispiel 1 zeigt, kann man ausgehend von dem glinsti-
gen Wertepaar (10;59) mit dem ,maximalen® Umfang
nq+-no=590 der Stichprobe (der nicht Uberschritten zu
werden braucht) durch maBiges VergréBernvonn, ibersn
hinaus die Werte fiir 1z, verkleinern,wobei sich der Stichpro-
benumfang 74 - n, drastisch reduzieren |48t bis hinab zum
,minimalen Stichprobenumfang nq-ny,=52, der nicht
unterschritten werden darf.

5.1.2 Stichprobenaufbau bei vorgegebener Weite
des Vertrauensbereiches fiir den Mittelwert der
Grundgesamtheit und minimalen Gesamtkosten;
varianzbestimmte kostenminimale Stichprobe

n4 und 1, sind so zu bestimmen, daB einerseits die Forde-
rung W < Wy bei vorgegebenem Wert W, eingehalten
wird, andererseits die Gesamtkosten Kg minimal werden.

Die Varianz fir den Mittelwert der Stichprobe nach (37)
2 2
ni\ o o
gé = (1 - __i) _i + €
M/ ny nqy-Ho

soll den vorgegebenen Wert 0(2) nicht liberschreiten, aiso
a?; < a%. Die Gesamtkosten der Untersuchung nach (40)

Kg=ny-ci1+nqy-nz-co
sollen minimiert werden.
Sind die Varianzen of und os2 bekannt und werden die
Anzahlen n; und n, zunichst als stetig betrachtet, ergibt
sich mit Hilfe der Differentialrechnung theoretisch folgen-

des Paar im allgemeinen nicht-ganzzahliger Werte fiir die
varianzbestimmte kostenminimale Stichprobe:

C1 Og

ny=|{—- (48)
Cy Og
Der zugehérige Wert n% ist nach (47):
2
o
ot + 22
* n2
ni= > (49)
024 %
o' M
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Zu diesem Wertepaar (n%; n%) gehoren die theoretischen
Minimalkosten

(50)

(ogVcr +0eYcr)?
oeven ¥ 9eVea)

04+ —

KGmin=

Die Werte #n% und n% werden auf die ndchstgroBeren ganzen
Zahlen n%, und n%, aufgerundet.

Beginnend mit (7%, ; n%,) werden die Anzahlen 14 und n12 in
der Umgebung von (n%; n3) variiert. Dazu wird n, in dem
Bereich n}. —d < n, < ns, + d variiert, wobei d = 4 oder 3
gesetzt wird.Zu jedem dieser np-Werte wird der zugehorige
Wert n; nach (47) berechnet. Dabei werden der Stich-
probenumfang n - 1, sowie alle Wertepaare notiert, fur die
0(2; nur wenig kleiner als 03 und Kg nur wenig groBer als
KG min ist.

Nach fallweise verschiedenen Kriterien wéhlt man aus den
in der Umgebung von (n3; n3) liegenden Wertepaaren ein
Paar aus.

Beispiel 2:
Fiir das Beispiel 1 mit den dort angegebenen Varian-
2 2 . 2 2
zen oz und o, sowie der Forderung oG < gg=12
mogen die Kosten (in frei wahlbaren (MaB-)Einhei-
ten) sein:
c1=4 cr=1
Mit (48), (49) und (50) wird jetzt:
ni=18,13 aufgerundet auf ni, =19
n5= 3,66 aufgerundetaufnb, = 4
K6 min= 138,92

In der Tabelle 6 sind fiir einige Wertepaare in der
Umgebung von (n%; n%) die zugehorige Varianz und
die Kosten zusammengestelit.

Bei n} ist die Rundung relativ groB. Damit entfernt
man sich mit dem Wertepaar (19;4) von dem theore-
tischen Kostenminimum.

In solchen Fallen kann man oft andere Wertepaare
finden, die in der Umgebung des Paares (n3; n3)
liegen, fiir die aé nur wenig kleiner als a% ist,und bei
denen die Kosten Kg néher am theoretischen Mini-
mum liegen als die Kosten beim Paar (n3,; n3,).
Wie Tabelle 6 zeigt, sind die Wertepaare (16;5) und
(18;4) kostengiinstiger als das zundchst aus (48)
und (49) berechnete und gerundete Paar (19;4).

Tabelle 6. Wertepaare (111; 1), Varianzen o2
und Gesamtkosten K fiir Beispiel 2

4 Ho ARV Gé KG
18,13 3,665 66,45 1,199 138,97
19 4 76 1,075 152
14 7 98 1,199 196
15 6 90 1,176 150
16 5 80 1,183 144
18 4 72 1,151 144
21 3 63 1,133 147
26 2 52 1,162 156

5.1.3 Stichprobenaufbau bei vorgegebenen
Gesamtkosten; kostenbestimmte Stichprobe

1, und n, sind 80 zu bestimmen, daB die Gesamtkosten Kg

den vorgegebenen Betrag Kg nicht ments
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