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Seite 2 DIN 53803 Teil 3

1 Grundlagen

in DIN 53803 Teil 1 werden Verfahren zur Berechnung des
Aufbaues und des Umfanges von Stichproben beschrieben,
falls das zu priifende Material in Gruppen zu unterteilen ist.
Eine Unterteilung ist immer dann vorzunehmen, wenn In-
homogenitaten des Materials vorhanden sind oder ver-
mutet werden.

Bei einer nach einem sachlichen Gesichtspunkt gewéhlten
Einteilung in Gruppen ist eine einfache Aufteilung der Ein-
heiten gegeben. Zur Auswertung werden Methoden der
einfachen Varianzanalyse in DIN 53803 Teil 1 herangezo-
gen. Da in vielen Féllen eine einfache Aufteilung nicht aus-
reichend ist, wird man mehrfach aufteilen.

In dieser Norm und in DIN 53 803 Teil 4 wird der Aufbau und
der Umfang von Stichproben behandelt, sofern man das zu
untersuchende Material nach zwei sachlichen Gesichts-
punkten unterteilt.

In dieser Norm wird die Unterteilung nach zwei gleichbe-
rechtigten Gesichtspunkten behandeit (Zweifache Varianz-
analyse; Cross Classification), und zwar nur das Modell mit
Zufallskomponenten. Zu Modellen mit systematischen
Komponenten und gemischten Modellen wird auf die
zitierten Unterlagen verwiesen. [1], [2}

Die Unterteilung in mehr als zwei Gruppen wird hier nicht
behandelt. Falls eine weitergehende Unterteilung beab-
sichtigt ist, sollte man vorher Uberlegen, wie weit das sinn-
voll ist und spater befriedigend interpretiert werden kann.
Zum Verstandnis dieser Norm wird die Kenntnis von
DIN 53803 Teil 1 und Teil 2 vorausgesetzt.

2 Begriffe
2.1 Begriffe fiir die Probenahme

Begriffe fiir die Probenahme nach DIN 53803 Teil 1, Aus-
gabe Marz 1979, Abschnitt 1.2.1 bis Abschnitt 1.2.11.

2.2 Statistische Begriffe

Statistische Begriffe nach DIN 53 803 Teil 1, Ausgabe Marz
1979, Abschnitt 1.3.1 bis Abschnitt 1.3.18. Gegenliber der
dortigen Kennzeichnungsweise wird in dieser Norm jeder
Einzelwert mit drei Indizes versehen. Sie kennzeichnen die
Gruppe, zu der jeder Einzelwert gehort.

2.3 Weitere Begriffe

2.3.1 Zweifache Varianzanalyse

Bei der Gruppeneinteilung einer Gesamtheit nach zwei
gleichberechtigten Gesichtspunkten, die zu einer Anord-
nung der Einzelwerte in Spaiten und Zeilen fiihrt, ist die
zweifache Varianzanalyse ein statistisches Auswertever-
fahren, das auf der Aufteilung der gesamten Summe der
quadrierten Abweichungen (S.d.q.A)) invier Anteile beruht:

— die S.d.q.A. zwischen den Zeilen (entsprechend der
Unterteilung nach Gesichtspunkt 1),

— die S.d.q.A. zwischen den Spalten (entsprechend der
Unterteilung nach Gesichtspunkt 2),

— die S.d.q.A. durch Wechselwirkung,

— die S.d.q.A. innerhalb der Zellen.

Daraus ergeben sich vier Varianzen, und zwar:
— die Varianz zwischen den Zeilen,

— die Varianz zwischen den Spalten,

— die Varianz durch Wechseliwirkung,

— die Restvarianz.

3 Anordnungsschema der Einzelwerte
bei zweifacher Aufteilung

Die Einzelwerte werden nach dem Schema in Tabelle 1 (lin-

(i=1, 2, 3 ... ny) entsprechend der Unterteilung nach
Gesichtspunkt 1 und np Spalten (j=1,2,3... n,) entspre-
chend der Unterteilung nach Gesichtspunkt 2. An den
Schnittpunkten von Zeilen und Spalten stehen injederZelle
(gekennzeichnet durch das Indexpaar ij) nzEinzelwerte x;x
(k=1, 2, 3 .. ny). Dabei wird in dieser Norm die Anzahl der
Einzelwerte in jeder Zelle als gleich groB vorausgesetzt.
Aus Griinden der ZweckmaBigkeit tragt man in dieses oder
ein separates Schema sogleich die Quadrate xi2ik der Ein-
zelwerte in gleicher Weise ein.

Man bildet sodann innerhalb jeder Zelle die Zellensumme
fir die Einzelwerte

n3
Ajj= L ik M
k=1
sowie die Quadrate der Einzelwerte
n3
Bii = Z xizik (2)
k=1

Bis hierher ist der Gang der Rechnung unabhéngig davon,
ob man die Aufteilung nach zwei einander nachgeordneten
oder nach zwei gleichberechtigten Gesichtspunkten wahlt.

4 Statistische Auswertung
bei zweifacher Aufteilung nach zwei
gleichberechtigten Gesichtspunkten;
Modell mit Wechselwirkung

4.1 Modellvorstellung

Bei der Aufteilung nach zwei gleichberechtigten Gesichts-

punkten setzt sich jeder mogliche Einzelwert ajj, der

Gesamtheit aus mehreren Komponenten zusammen:

aiji = + & + 7 + @i + Eijk €]

Dabei ist

u  der Mittelwert der Gesamtheit,

& der EinfluB von Zeile , d.h. von der Aufteilung nach
Gesichtspunkt 1,

n;  der Einflug von Spalte j, d. h. von der Aufteilung nach
Gesichtspunkt 2,

a;j die Wechselwirkung; das Wechselwirkungsglied ist
allen Einzelwerten der Zelle ij gemeinsam, und es ist
spezifisch fur die Zelle ij,

ek der ZufallseinfluB beim Einzelwert k innerhalb der
Zelle ij.

Fiir die Summanden in der Modellgleichung beim Modell

mit Zufallskomponenten gilt folgendes:

a) Die Summanden ¢, 77 und a;; sind ZufallsgréBen, deren

Erwartunzgswerte Null sind und deren Varianzen mit o%,
072] und o bezeichnet werden.

b) Die Varianzen innerhaib aller Zellen sollen gleich sein

und werden mit o2 (fiir alle ij) bezeichnet.

¢) Damit enthalt das Modell mit Zufaliskomponenten ins-

gesamt die fiinf Parameter u, 0g, 0p, g Und 0.

Fur die Behandlung des Modells mit systematischen Kom-

ponenten und des gemischten Modells wird auf das Schrift-

tum verwiesen. [1]

Die ZufallsgréBen &, n;, @jj und &;jx sind normalverteilt.

4.2 Auswertung

Analog zur Modellgleichung wird jeder MeBwert x;;y in fol-
gende Anteile zerlegt:

s _
o5 — 5 — 7, +5.0 + DOCUIMENtS
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Dabei ist
ein Einzelwert der Stichprobe:
Xijk
der Gesamtmittelwert der Stichprobe:
1 ny n2 n3

£=———Z )3 ) Xijk (5)
Ny N2 13 =1 j=1k=1

der Mittelwert der Zeile i:

ny n3
Z Z Xijk (6)

Ny N3 joi =1

Xi.. =

der Mittelwert der Spalte j:
ny n3

Z z Xijk 7

N3 =1 k=1

der Mittelwert der Zelle ij:

Xj. =— z Xijk 8

N3 p=

Ausgehend von dem Anordnungsschema im dick umran-
deten Teil der Tabelle 1 fiir die Einzelwerte x;;; (und die qua-
drierten Einzelwerte xﬁk) werden die folgenden auf dem
rechten und unteren Rand eingetragenen Zwischensum-
men gebildet.

Summe aller Einzelwerte in der Zeile i:
n2 n3

Z Ay = Z z Xijk 9

j=1 j=1 k=1

Summe aller quadrierten Einzelwerte in der Zeile i:
ny n3

Z Bj=1 Y % (10)

j=1 j=1k=1

Summe aller Einzelwerte in der Spalte j:
ny n3

Z Ajj= Z z Xijk (11)

i=1 i=1 k=1

Summe aller quadrierten Einzelwerte in der Spalte j:
ny{ n3

n
Y Bj=) ) (12)

i=1 i=1 k=1
Quadrat der Summe aller Einzelwerte in der Zeile i:
2 ng n3 2
( Z Al]) (Z Z xl]k) (13)
j=1 j=1k=1
Quadrat der Summe aller Einzelwerte in der Spalte j:
nq 2 n1 n3 2
( )3 An) = ( Y X xnk) (14)
i=1 i=1k=1
Zeilensumme der quadrierten Zellensummen:
no ng [ n3 2
PIED) (Z xijk) (15)
j=1 j=1\k=1
Spaltensumme der quadrierten Zellensummen:
nq ny na 2
2
Y AF=12 ( )3 xiik) (16)
i=1 i=1\k=1

Diese fiir jede Zeile i und jede Spalte j vorliegenden vier
Zwischensummen werden ihrerseits jeweils liber alle Zeilen
und Spalten zu folgenden HilfsgréBen summiert:
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Summe aller Einzelwerte:

A=ZZAij _ZZA,,_ZZZx,,k an

i j ok

Summe aller quadrierten Einzelwerte:

B=ZZBii —ZZBU-ZZZM (18)

i j ok

Summe der Quadrate der Summe aller Einzelwerte inner-
halb der Zeile i:

e-rfpaf -] o

Summe der Quadrate der Summe aller Einzelwerte inner-
halb der Spalte j:

ol -thre]

Gesamtsumme der quadrierten Zellensummen:
2
E3TH -ITA-IE(Tw] e
i joi i j\k

Bei den HilfsgroBen A, B und E gibt es zwei Rechenwege,
namlich die spaltenweise sowie die zeilenweise Addition
der entsprechenden Zwischensummen. Esist zweckmaBig,
diese Beziehungen zur Rechenkontrolie zu benutzen. Die
Kontrollen der HilfsgréBen C und D sind erst spéater mog-
lich.

Die Zwischensummen und HilfsgroBen dirfen nicht gerun-
det werden (siehe DIN 53803 Teil 1, Ausgabe Mérz 1979,
Abschnitt 4, und DIN 53804 Teil 1, Ausgabe September
1981, Abschnitt 4.3).

4.3 Schéatzwerte fiir die Modellparameter

Mit Hilfe der Summe der quadrierten Abweichungen Q und
der zugehdrigen Zahl der Freiheitsgrade f wird die Zer-
legungstafel (siehe Tabelle 2) aufgesteilt.

Die Summe Qq411dB8t sich gemaB der Zerlegungstafel aus
den HilfsgroBen A und B errechnen; auerdem gilt jedoch
die Beziehung

Qiotai= Qz + Qs + Qzs + Qr (22)
was zweckmaBig zur Kontrolle der Rechnung benutzt wird.
Analog gilt fiir die Zahi der Freiheitsgrade

frotal =M1 N2-nz—1=fz +fs+fzs +fr (23)
wobei 1y - ny - n3 der gesamte Stichprobenumfang ist.

Als Ergebnis der Auswertung erhait man:
Schéatzwert fir p ist

A
fp=x =—— (24
Ry Mg N3
Schatzwert fir og ist
2 2
” §z— 95z
op="225 (25)
Ny Nz
Schitzwert fur o3 ist
2 2
sti—s
§=== (26)
nqy-ng

Schéatzwert fir oﬁ ist

2 2
2 SzST SR
5=
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Tabelle 2. Zerlegungstafel fiir die zweifache Varianzanalyse beim Modell mit Zufallskomponenten

. Zahl der Varianz . . .
Schwan- Summe der quadrierten Abweichungen o Die Varianz ist
Freiheitsgrade Q Schitzwert fiir
kungen f == cha
Q f
i C 2 2 2 2
ZW|sch.en Qy =ny-ng z (Ei.‘—iu,)2= — fz =n;—1 s7 O¢ + N3 O+ Ny N3 OF
den Zeilen o Ny g Nny-Hy N3
i D 2 2 2 2
zwischen | oo =y -ng ) (%;-% )= - fs =ny—1 5§ Og+ N3 Og + 114 N3 0y
den Spalten o Hy-N3 Hq-Hp-Hg
5 7 z = \2
Qzs =ns ) ) (®j. —%.—%; +% )
Wechsel- m n2 _ 2 2 2
=(ni—1)(n—1 S Oeg+ N30
wirkung E c D . A2 fzs =(ni—1)(n2—1) Zs £ p
ng Mp-ng  MyMz  MyNptHg
innerhalb = \2 E 2 2
Qr =22 2 (xijk—%.)2=B—— fr =nyny(nz—1) SR |0e
der Zellen 1 13 3 ns
A2
total Qiotal= Z Z Z (xijk—’zu.)2=B"——— frotal =11 -ng-n3—1
nt{ ng n3 nqy-Ha: N3
. - 2. - R
Schétzwert fur og ist B og 0121 Ug og
A2 _ 2 X . —lyr—e - || —+—+ + <p
Ge = SR (28) My na ny-No ny-No N3

Falls einer oder mehrere der Schitzwerte 67, 63 und &5
negativ sind, werden die entsprechenden Varianzen durch
Null geschatzt.

4.4 Testen von Hypothesen
iiber die Modellparameter

Ausgehend von der Zerlegungstafel 148t such mit dem
F-Test priifen, ob die Varianzen of, 03 und o7 als von Null
verschieden anzusehen sind. Damit sind drei statistische
Tests notwendig, die nach dem gleichen Schema ablaufen.
Zunichst soll der Test der Hypothese liber den Wechselwir-
kungseinfluB naher erlautert werden. Man stellt die Nullhy-
pothese Hy auf:

Hy: oﬁ =0, d.h. die Varianz der Wechselwirkung ist
nicht von Null verschieden.

Die Alternativhypothese H; lautet:

Hy: 02 %0, d.h. die Varianz der Wechselwirkung ist
von Null verschieden.

Die Nullhypothese wird mit dem Priifwert s%s/sﬁ gepriift,der
mit dem Tabellenwert Fp,q. 5. 1—o der F-Verteilung zum
Signifikanzniveau a verglichen wird; die Tabellenwerte der
F-Verteilung erhalt man beispielsweise aus [1].

Ist s%s/s%{ < Fiyg; tg; 1-a» Wird die Nullhypothese nicht ver-
worfen und die Varianz o§ als nicht von Null verschieden
angesehen.

Ist s%s/sﬁ > Fiyg; fg; 1-a, Wird die Nullhypothese zu Gunsten
der Alternativhypothese verworfen, und die Varianz aﬁ wird
als von Null verschieden betrachtet.

Der Test der Hypothese liber den ZeileneinfluB und der Test
der Hypothese liber den SpalteneinfluB laufen nach dem

gleichen Schema ab. Alle drei Tests sind in der Tabelle 3
zusammengestellt.

4.5 Vertrauensbereiche fiir die Modellparameter

Der Vertrauensbereich fiir den Mittelwert der Gesamtheit u
zum Vertrauensniveau 1—« ergibt sich ndherungsweise zu
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(29)

_ 6t & o 2
<X Hlpr-g2 [—F—+ +
n Ro ny-Ny NNy N3

Der Freiheitsgrad fiir den Tabellenwert der ¢-Verteilung ist
der kleinere der beiden Werte fz oder fs. Wird eine der
Varianzen a%, 0,2] oder o§ als nicht von Null verschieden
angesehen, entféllt in der Gleichung (29) der entspre-
chende Summand unter der Wurzel.
Der Vertrauensbereich fiir die Rest-Standardabweichung
o ist

My SR Og < %o * SR (30)

wobei die Faktoren fur » zum Freiheitsgrad fg dem Schrift-
tum zu entnehmen sind. Vertrauensbereiche fir die Stan-
dardabweichungen og, oy, und o, kann man nur ndherungs-
weise angeben (siehe [1]).

4.6 Sonderfall: Modell ohne Wechselwirkung

Falls fiir ein bestimmtes Merkmal die Wechselwirkung bei
der Zerlegung nach zwei gleichberechtigten Gesichts-
punkten erfahrungsgemas als nicht von NuII verschieden
anzusehen ist (aj; = O fiir alle i, j und daher 02 =0), geniigt
es oft, bei weiteren gleichartigen Untersuchungen nur eine
Beobachtung je Zelle anzustellen (13 = 1).

In der Zerlegungstafe! (Tabelle 2) verliert man zwar die Gro-
Ben Qg und fg, da in diesem Faile o§=0 und ng=1 ist,
jedoch erhdlt man aus der Summe Qzs und der Zahl der
Freiheitsgrade fzg einen Schatzwert fir og.

Das Modell mit Zufallskomponenten hat also nur vier
Modellparameter, die wie folgt geschéatzt werden:

M wird geschétzt durch

R _ _ A
g =x =x = (31)
Hq-No
of wird geschatzt durch
2 2

a2 SZ7—S8zs

of=— 2

=, Document$
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Tabelle 3. Zusammenstellung der Tests fiir die verschiedenen Einfliisse zum Signifikanzniveau «;

Modell mit Wechselwirkung

Test fiir den EinfluB
der Wechselwirkung
Hy: 02=0; Hy: 0%+ 0
Prifwert s2s/ s&
Tabellenwert Fizg fpi1—a
Vergleich s%s/ 58 < Fizgiigi1-a s%s/ sk > Fizgiigit-o
Ergebnis oﬁ =0 o§ *0
der Zeilen
Ho: 08 =0; Hy:of =0
Priifwert S% / S%s
Tabellenwert Fiz.1751-0
Vergleich 52| s5s < Frztzg1- 55 (525> Fiy.t75:1-a
Ergebnis 0t=0 ot =0
der Spalten
Hy: 0%=0; Hy: 0121 =0
Pridfwert s3|s5s
Tabellenwert Fig.t75:1-a
Vergleich s§/ 555 < Fig izg:1-a s8/ 525> Fig iz 1«
Ergebnis 03=0 03+ 0
Die in den drei Zeilen ,Ergebnis* stehenden Angaben sind wie folgt zu interpretieren:
0i2 = 0: diese Varianz wird als nicht von Null verschieden angesehen.
oiz =+ 0: diese Varianz wird als von Null verschieden betrachtet.

02 wird geschitzt durch

2 2

” §s— Szs

072]=——— (33)
nyq

o2 wird geschitzt durch

62=s3 (34)
Der Test fiir den EinfluB der Wechselwirkung nach Tabelle 3
entfilit. Der Test fiir den ZeileneinfluB und der Test fiir den
SpalteneinfluB werden nach Tabelle 3 durchgefiihrt.

Falls die Hypothesen of = O und 03 = Onicht verworfen wer-

den, ist der Vertrauensbereich des Mittelwertes der
Gesamtheit 4 zum Vertrauensniveau 1—a:

_ Sz _ $7s
Bt 1oain e < P E A+ ligg t-ar2 35)

Falis die obengenannten Hypothesen verworfen werden,
gilt ndherungsweise:

_ ot &2 &
X —tp—q \|[—+—+—— <4
4 o nq-ng (36)

_ ot a2 &?
<X +l—an: —t—+—
(] Ho nq-N2

Der Freiheitsgrad fiir den Tabelilenwert der t-Verteilung ist

Beziiglich der {ibrigen Vertrauensbereiche wird auf das
Schrifttum verwiesen. (1], [2]

5 Stichprobenaufbau
beim Modell mit Wechselwirkung
Beim Modell mit Wechselwirkung ist 62 = 0.

Eine vorgegebene halbe absolute Weite des Vertrauens-
bereiches fiir den Mittelwert der Gesamtheit i, d. h. ein Ver-
trauensbereich der Form ¥ —W<u<X + W wird bei
auBerdem vorgeschriebenem Vertrauensniveau 1—a er-
reicht, wenn die unten berechneten Anzahlen ny, np und 3
von Einheiten untersucht werden.

Aus dem vorgegebenen Wert W berechnet man zum Ver-
trauensniveau 1—a die Varianz 0(2, nach

2
2 w
g5 = (37)
Uy—ar2

wobei uy_qo der Tabellenwert der standardisierten Nor-
malverteilung bei zweiseitiger Abgrenzung ist.

5.1 Stichprobenaufbau bei vorgegebener Weite
des Vertrauensbereiches fiir den Mittelwert
der Gesamtheit; varianzbestimmte Stichprobe

Die Varianz sé fur den Mittelwert der Stichprobe ¥ ist

a2 a2 a2 a2
O, g
sg = A S ¢

m o Y arm Tmmns DocUents
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Die Forderung lautet also s%ga%. Damit erhdlt man
zunichst folgende im allgemeinen nicht-ganzzahligen
Werte:

Fall a:
”93:3%5 "I2a=111a+—‘6§_ﬁ§7
Jo Mia+° 00— OF
/ 52 (39)
n3a = -2

- 2 a2 a2
Mya4* H2a+ - 00 — N2a+ " OF — Mia+ " On = Ou

Dabei sind 71,4 und g, die zur ndchst groBeren ganzen
Zahl aufgerundeten Werte nj, und n3, oder die um 1 gro-
Beren Werte, fails r, und/oder n5, ganzzahlig sein soliten.
14, Wird zu 3, aufgerundet oder bleibt unverédndert, fails
n3, ganzzahlig ist.

Weitere Ausfiihrungen zu dieser Rundungsempfehlung
sind in Abschnitt 7 zusammengestellt.

Der Wert 71,4 darf nicht unterschritten werden, wenn die

Bedingung 52G < o% erfillt werden soll; zu diesem 14,4 ge-
horen die Werte 1o, und Haay

Fall b:
. & | map, 6+ 8%
Nop=—7 Hip="3_ 7
0o Mop4 - 00— O
.2 (40)
O¢

fo=
nap = 7 =2 22 _ A2
Mqp+ - Hops " Op — Hobs " OF — Mib+ " Oq — O

Die Werte njy,, nhp, und nj, werden analog zu Fall a auf-
gerundet. Der Wert npp,,. darf nicht unterschritten werden,
wenn die Bedingung SZG < o% erfiillt werden soll; zu diesem
Haps gehdren die Werte 7yp, und fgp. -

Setzt man ng, =1 im Fall a, dann erhélt man zu dem Wert
14+ das Wertetripel (721445 H2a 4+ 1), wobei 1y, der Wert
ist, der nicht iberschritten zu werden braucht, um die
Bedingung s2G < 0(2, einzuhalten. Zunachst berechnet man:

.2 Ou O¢
On +

A2, A2, a2
" Migs Mias  Miay Ot Ogt+0e

Nng, = = 41
2a ~2 7 A2

M2+ 00— OF

Mia+
Diesen Wert rundet man zu rng,4, auf.

Fur ng, = 1 erhdlt manim Fallb zudem Wert rgp, das Werte-
tripel (1p+4; Hopes 1), wobei nqp,, der Wert ist, der nicht
iberschritten zu werden braucht,um die Bedingung 82G < o%
einzuhalten. Zunachst berechnet man:

a2 a2
.2 O« O¢

A2, A2, A2
" Moy Mopsy  Mops  OE+0g+0¢
nip = ) = 5 A7 (42)
0’8—— On Naop4 00— On

Nab+
Diesen Wert rundet man zu 1y auf.

Die Bereiche fiir die Anzahl der Einheiten in den Zeilen,
Spalten und Zelien sind damit:

1<y S < Aibas
1 < Nopye N < Mogs (43)
1 < ng <max(nza+i Hab+)

Die Obergrenze fiir ng wird durch den gréBeren der beiden
Werte na,. und ngp, gegeben. In beiden Fallen a und b
erfillt die Stichprobe mit den Werten ny,, 1, und ng, die
geforderte Bedingung; dabei ist nq, die kleinstmogliche
Anzahi fiir die Aufteilung nach dem Zeilengesichtspunkt,
mit der die Bedingung s% < GS erfulibar ist. Zu diesem 714,
gehdren mindestens die Anzahlen 75, und n3,. Der Stich-
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probenumfang nq - Nay - Nay ist jedoch trotz des Mindest-
wertes n,, nicht der kleinstmdgliche. Man kannihn verklei-
nern, wenn man bei unverandertem 71, den kieineren der
beiden Werte n,, und n, etwas vergroBert und den ande-
ren dieser Werte deutlich verkleinert.

Den gesamten Stichprobenumfang . - 1o, - M3, kann
man weiterhin durch VergréBern von rn4, auf verschiedene
Werte ny (11 > n44) verkleinern,wenn man die Anzahlenng,
und ng, beibehdlt oder einzeln oder beide verkleinert
(n2 < My und n3 < nay)-

Den kleinsten Stichprobenumfang erhalt man, wenn man
ngz=1setztund gleichzeitig den kleinstméglichen Wert fur
n, oder n, wéhlt oder fiir ny oder n, einen Wert wihlt, der
nur wenig groBer als der kleinstmdgliche ist. Der kleinst-
mogliche Stichprobenumfang ist im allgemeinen jedoch
nicht der kostengiinstigste.

Beginnend mit (11154 N2a+: M3a+) 0d€T (M2p4i Mib+s Ngbs) Wer-
den die Wertetripel innerhalb der Bereiche nach Glei-
chung (43) variiert. Dabei werden der Stichprobenumfang
ny - ny - nasowie alle Wertetripel notiert, furdie s% nurwenig
kleiner als a% ist.

Nach fallweise verschiedenen Gesichtspunkten wahlt man
aus den moglichen Wertetripeln ein Tripel aus.

Falls einer der zunéchst als nicht-ganzzahlig berechneten
Werte n , nyund ns kleiner als 1ist, istnach Abschnitt9vor-
zugehen.
Beispiel 1:

Bei einer Untersuchung haben sich folgende

Schatzwerte fiir die Varianzen ergeben:

sf=64 0t=36 085=49 62=1225

Aufdem Vertrauensniveau 1—a soll die Varianz o%=30
nicht Uiberschritten werden. (Fiir dieses und die fol-
genden grundsatzlichen Beispiele bleibt die Einheit
der Varianzen auBer Betracht))
Nach den in Abschnitt 5.1 angegebenen Gleichun-
gen (39), (40), (41) und (42) berechnet man:

M= 2,13 aufgerundet auf ny,, = 3
nh, = 6,04 aufgerundetauf ny,, = 7
nj, = 9,00 also Ngay = 9
nop= 1,20 aufgerundet auf nyp, = 2
njp= 7,38 aufgerundet auf Hype = 8

nsp = 15,00 also ngpe =15
ny, = 14,69 aufgerundet auf nz,44 = 15
nj, = 16,75 aufgerundet auf nip.s = 17

Die Bereiche, in denen 1, i, und 3 variiert werden
kénnen, sind damit in diesem Faile:

3<n <17 2<n,<15 1<n3<15

In der Tabelle 4 sind samtliche glinstigen Kombi-
nationen (n4; 1,; n3) filr dieses Beispiel zusammen-
gestellt, fiir die s nur wenig Kleiner als a3 ist. In die-
sem Falle wurde die Berechnung mit dem kieinsten
Wert fiir n,, begonnen.

Diese Kombinationen erhilt man auf folgende Weise:
Man beginnt mit dem Wertetripel (My4in24Nay) =
(8:2:15). ny, =2 ist die kleinstmogliche Anzahl der
Spalten, mit der man die Bedingung sZG < 0(2) einhalten
kann; ny = 17 und n3 = 15 sind die gréBten Werte, die
man zur Einhaltung der Bedingung s3 < 03 nicht zu
iberschreiten braucht. Weitere Wertetripel, fur die
5(23 moglichst wenig kieiner als o% ist, erhalt man,
wenn man n, um mindestens 1 vergréBert und
gleichzeitig n3 um mindestens 1 verkleinert. Fir
n, =2 ergibt sich als néchstes Wertetripel (9; 2; 6);
dabei wurde n,=9 als der 1 vergroBerte vorher-
gehende Wert angasetzt, urﬁﬂ@d&“ﬂ@ﬁi@)
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Tabelle 4. Wertetripel (14; ng; 13) und Varianz fiir
den Mittelwert der Stichprobe sé fiir

Beispiel 1
14 oy ng nqy-+Ho N3 S%;
8 2 15 240 30,00
9 6 108 29,92
10 4 80 29,66
1 3 66 29,45
13 2 52 29,13
17 1 34 29,82
5 3 8 120 29,94
6 3 54 29,56
7 2 42 28,83
9 1 27 29,26
4 4 8 128 29,82
5 2 40 29,88
7 1 28 27,93
4 5 3 60 29,40
5 2 50 26,46
6 1 30 27,00
4 6 2 48 28,73
5 1 30 27,93
3 7 9 189 30,00
4 2 56 26,91
5 1 35 25,77
3 8 5 120 29,75
4 1 32 29,06
3 9 3 81 29,93
4 1 36 27,61
3 11 2 66 29,50
4 1 44 25,50
3 15 1 45 29,82

wurde n4,="5,77 berechnet, also aufgerundet n3=6.
Genau so verfahrt man fir n, =2 mit den fir 4
nacheinander festgesetzten Werten 10 und 11. Fiir
ny =12 ist nj, = 2,03, also aufgerundet n3 = 3. Die-
ses Tripel (12;2;3) ergibt gegeniiber dem Tripel
(11;2; 3) eine Varianz 52(;, die merklich kleiner als 30
ist, weil mit dem um 1 vergréBerten Wert ny nicht
gleichzeitig ng um 1 kleiner wird. Deshalb wird das
Wertetripel (12;2;3) weggelassen. Erst das Tripel
(13;2; 2) ergibt wieder einen Wert s%, der etwas klei-
ner als 30 ist; gegeniiber diesem Tripel werden
(14;2;2), (15;2;2) und (16;2;2) weggelassen. Bei
(17;2;1) erhalt man die letzte glinstige Kombination
fiir 1y = 2, weil ng nicht kleiner als 1 werden kann.

Weiter setzt man 1, = 3 und berechnet aus der Glei-
chung (40) n}, = 4,46, also aufgerundet n,=5; es
folgt 14y, = 7,76, das zu ny = 8 aufgerundet wird. Mit
dem Wertetripel (5;3;8) beginnend rechnet man
weiter wie oben angegeben. Beim Wertetripel
(9;3;1) wird nz =1, die weitere VergréBerung von 1,
tiber ny =9 hinaus ist unginstig.

Bei 11,,, = 15 erhélt man das letzte glinstige Werte-
tripel (3;15;1). Die VergroBerung von np iiber np =15

(9;3;1). Nach von Fall zu Fall unterschiedlichen
Gesichtspunkten wéhlt man eines dieser Werte-
tripel oder eines derin der Néhe dieser Tripel liegen-
den Wertetripel mit gréBerem Gesamtumfang
ny-ny-ng fir die zu ziehende Stichprobe aus.
Wiinscht man z.B. n; =10 und nz =5, dann muB
1y > 2 sein. Filr 1, = 1 wird in diesem Falle s3 > 65.
Wie dieses Beispiel zeigt, kann man durch méBiges
VergroBern von n, iber 1y, hinaus die Werte fur n,
und nz veréndern, wobei sich in jedem Falle der
Stichprobenumfang n, - n, - n3 drastisch reduziert.

5.2 Stichprobenaufbau bei vorgegebener Weite
des Vertrauensbereiches fiir den Mittelwert
der Gesamtheit und minimalen Gesamtkosten;
varianzbestimmte kostenminimale Stichprobe

In diesem Falle ist der Aufbau der varianzbestimmten
kostenminimalen Stichprobe nur mit Hilfe eines aufwendi-
gen iterationsverfahrens oder naherungsweise zu berech-
nen. Die fur die Naherungsldosung notwendigen Vorausset-
zungen sind jedoch nicht einfach zu erfiillen. Deshalb soll
das Problem in dieser Norm nicht behandelt werden. [3]

5.3 Stichprobenaufbau bei vorgegebenen
Gesamtkosten; kostenbestimmte Stichprobe

Ist an Stelle der Varianz 0(2) ein oberer Grenzwert K, fir die
Gesamtkosten der Untersuchung vorgegeben, der nicht
{iberschritten werden soll, kann man ausgehend von der in
diesem Fall giiltigen Gleichung fiir die Gesamtkosten der
Untersuchung

Kg=ny-cg+ng-cy+ny-ny-ng-ce (44)

ebenfalls den Stichprobenaufbau berechnen. Hierbei sind
¢g und Cy die Kosten (in willkiirlichen Einheiten) fiir die
Bereitstellung einer Einheit in Zeilen- bzw. Spaltenrichtung
und ¢, fiir die Bereitstellung einer Endprobe und deren Mes-
sung. Diese Kostengleichung ist von der Wechselwirkung
unabhiangig. Mit der Bedingung Kg< Ko erhdlt man
zunichst folgende im allgemeinen nicht-ganzzahlige Werte
fir die Anzahl der Zeilen 71, und der Spalten 1, sowie die
Anzahl ng der Einzelwerte in jeder Zelle:

Ko—c¢
nf‘=——n— n'2=
Cg+Ce

Ko—n4_-¢

Cqt+ N Ce
(45)
Ko—ni_-cg—na_- ¢y

ny=
Ny—*Ho_"C¢
Dabei sind r7,_ und n,_ die zur ndchsten ganzen Zahl abge-
rundeten Werte 7} und n5 . Falls nj und nj ganzzahlig sind,
bleiben sie unveréndert. n5 wird zur ndchsten ganzen Zahl
ns_ abgerundet, sofern es nicht ganzzahlig ist.

Die Stichprobe mit dem kieinsten Umfang ist diejenige, fur
die n,=n,=nz=1 ist. Deshalb kann der vorgegebene
Wert K, nicht beliebig klein gemacht werden, sondern er
muB die Bedingung

Ko>cg+cqnt+ce (46)
erfiillen.

Die hier angegebenen Beziehungen fir n{ sind bei
CE>Cny>Ce rechentechnisch glinstiger als die fiinf Satze
von anderen moglichen Gleichungen fiir die Werte ;. Alle
sechs Satze von Beziehungen ergeben dieselben Kombi-
nationen fiir den Stichprobenumfang.

Die Obergrenze der Anzahl der Zeilen, der Spalten und der
Einzelwerte innerhalb einer Zelle, die fir Kg < Ko nicht
iiberschritten werden darf, ist:

hinaus ist ungiinstig.

Den kleinstmdoglichen giinstigen Stichprobenum- n{=nj=
fang nq-n,-ng=27 erhdlt man mit dem Tripel Ce+Ce

Ko—c¢y Ko—ce Ko—cg— ¢y -

(47)
Pocuments
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Diese Werte werden zu n, .-, - und n13__ abgerundet. Die
Bereiche fiir die Anzahl der Einheiten in den Zeilen, Spalten
und Zellen sind damit:

1<ny<ny_=n_ 1<na<np- 1<nz<ng- (48)

Die giinstigen Wertetripel (114; na; n3) fiir den Stichproben-
umfang erhait man analog zu dem in Abschnitt 5.1 darge-
stellten Verfahren. Dabei sind jedoch folgende Unter-
schiede zu beachten:

a) Die zunachst berechneten Werte n] sind abzurunden.

b) Falls ein ni-Wert ganzzahlig ist, bleibt er unverdndert.

c) Den kleinstmdglichen Stichprobenumfang erhalt man
fur ny=no=nz=1.

d) Es gibt fiir die Anzahl der Zeilen, Spalten und der Einzel-
werte in einer Zelle die angegebenen oberen Grenz-
werte n!, die nicht iberschritten werden dirfen, wenn
die Bedingung Kg < Ko eingehalten werden soll.

e) Ausgehend von den abgerundeten Werten n;_, die aus
nj erhalten werden, kann man den Stichprobenumfang
Ny - Ny - ng weiter vergroBern, wenn man #; verkleinert
von ny_ bis hinab zu ny =1 und dabei 1, und n3 ein-
zeln oder beide vergroBert.

f) Den groBten Stichprobenumfang erhdlt man far
nq=ny =1 und n5_. als abgerundeten Wert n3. Dieser
gréBtmogliche Stichprobenumfang ergibt im allgemei-
nen nicht die kleinste erreichbare Varianz sg.

Beginnend mit (n1_; no_; n3-) werden die Anzahlen der Ein-
heiten in den Zeilen, Spalten und Zellen innerhalb der
Bereiche nach Gleichung (48) variiert. Dabei werden der
Stichprobenumfang 74 -ny-n; sowie alle Wertetripel
notiert, fiir die Kg nur wenig kleiner als Kj ist.

Nach fallweise verschiedenen Gesichtspunkten wahit man
aus den moglichen Wertetripeln ein Tripel aus.

Falls einer der zunachst als nicht-ganzzahlig berechneten
Werte 1}, nb und nj kleiner als 2 ist, ist nach Abschnitt 9 vor-
zugehen.

Zur Berechnung der Zahlentripel, mit denen die Bedingung
K¢ < Ko erfullbar ist, bendtigt man nur die vorgegebenen
Gesamtkosten Ky und die Einzelkosten c;.

Beispiel 2:
Fiir eine Untersuchung gelten folgende Einzel-
kosten (in willkirlichen Einheiten):
cg=25 =5 ce=1

Die Gesamtkosten der Untersuchung Ko =170 sol-
len nicht iberschritten werden. Nach den in
Abschnitt 5.3 angegebenen Gleichungen (45) und
(47) berechnet man:

ny= 6,35 abgerundetaufn,_ = 6
ny= 1,82 abgerundetaufn,_ = 1
ny= 2,50 abgerundetaufn;_ = 2
ny= 24,17 abgerundetaufn, = 24
n3=140,00 also na-- =140

Die Bereiche, in denen n,, 1, und ngvariiert werden
kdnnen, sind damit in diesem Falle:

1<n, <6 1<ny;<24  1<n3<140

In der Tabelle 5 sind samtliche giinstigen Kombi-
nationen des Stichprobenumfanges ny-n;-ng
angegeben sowie die dazugehdrigen Gesamt-
kosten Kg.

Diese Kombinationen werden analog zu dem in Bei-
spiel 1 angegebenen Verfahren unter Beachtung

Full document details: DIN 53803-3:1984-06

DIN 53803 Teil 3 Seite 9

der in Abschnitt 5.3 aufgefiihrten Einzelheiten
berechnet.

Nach von Fall zu Fall unterschiedlichen Gesichts-
punkten wahlt man eines der in der Tabelle angege-
benen Wertetripel oder eines der in der Ndhe dieser
Werte liegenden Tripel mit kleinerem Gesamtum-
fang n, - 1, - ng fur die zu ziehende Stichprobe aus.

Tabelle 5. Wertetripel (n4;12; 13)
und Gesamtkosten K fiir Beispiel 2

n, Ho ng ny-HNo- N3 KG
6 1 2 12 167
5 4 1 20 165
3 2 30 170

2 3 30 165

1 8 40 170

4 7 1 28 163
5 2 40 165

4 3 48 168

3 4 48 163

2 7 56 166

1 16 64 169

3 11 1 33 163
8 2 48 163

6 3 54 159

5 4 60 160

4 6 72 167

3 8 72 162

2 14 84 169

1 30 90 170

2 17 1 34 169
13 2 52 167

10 3 60 160

9 4 72 167

8 5 80 170

7 6 84 169

6 7 84 164

5 9 90 165

4 12 96 166

3 17 102 167

2 27 108 168

1 57 114 169

1 24 1 24 169
20 2 40 165

18 3 54 169

16 4 64 169

14 5 70 165

13 6 78 168

12 7 84 169

11 8 88 168

10 9 90 165

< 11 99 169

8 13 104 169

7 15 105 165

6 19 114 169

5 24 120 170

4 31 124 169

3 43 129 169

2 67 134 169

1 140 140 170
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