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1 Anwendungsbereich und Zweck

In dieser Norm werden Zeichen und Begriffe der Logik und Mengenlehre
behandelt. Eingeschlossen sind dabei Zeichen und Begriffe, die Relationen und
Funktionen betreffen. Der Zweck der Norm ist es, fur Anwender in Schule,
Hochschule, Wissenschaft und Technik einen in sich konsistenten Satz von
Bezeichnungen und Festlegungen auszuwahlen, um dadurch zur Vereinheitlichung
beizutragen und die Kommunikation zu erleichtern.

Gegenstand der Norm sind in erster Linie die Zeichen und Begriffe. Die
angegebenen Sprechweisen koénnen nicht in jedem Fall wértlich eingehalten
werden, wenn man formale Ausdrucke verbalisieren will; &hnliche Ausdrucks-
weisen kdnnen ebenfalls annehmbar sein.

Die vorliegende Norm ist mit DIN 1302/08.80 vertraglich und entspricht
ISO31-11:1978, Abschnitte 1 und 2, fUhrt aber darlber hinaus.
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2 Festlegung des begrifflichen Rahmens

Diese Norm enthélt begriffliche Festlegungen sehr allgemeiner Art. Es ist deshalb erforderlich,
den zugrundegelegten begrifflichen Rahmen ndher zu beschreiben.

2.1 Individuen

Es werden gewisse Objekte vorausgesetzt, die als Individuen bezeichnet werden und (ber die
man Aussagen machen mdchte. Individuen treten als Elemente von Klassen auf, zwischen
Individuen koénnen Relationen bestehen, Individuen kdnnen Argumente und Werte von
Funktionen sein. Dabei brauchen individuen nicht (wie es vielleicht der Name vermuten l48t)
unteilbar und ohne innere Struktur zu sein, vielmehr kénnen sie durchaus aus anderen
Objekten aufgebaut sein. Es ist ein Zweck der Mengenlehre, méglichst viele Objekte als
Individuen verfigbar zu machen, darunter insbesondere mathematische Objekte wie Zahlen,
Punkte, Rdume verschiedener Art, interessierende Relationen und Funktionen u. 4.

Die Gesamtheit der Individuen ist in der Mengenlehre méglichst umfassend intendiert. Daneben
ist es oft zweckmafig, Individuen einer bestimmten Sorte auszuzeichnen, etwa Zahlen einer
bestimmten Art, Punkte eines Raumes, bestimmte physikalische Objekte, Schiler in einem
Klassenzimmer 0.4., die dann einen (speziellen) Individuenbereich einer gewissen Sorte bilden.

2.2 Klassen und Mengen

Neben Individuen betrachtet man Zusammenfassungen von Individuen, die man Klassen (von
Individuen) nennt. Die in eine Klasse zusammengefaBten Individuen sind die Elemente der
Klasse.

Von besonderem Interesse sind Mengen. Das sind spezielle Klassen, die selbst auch Individuen
sind. Die Axiome der Mengenlehre machen Aussagen darlber, welche Klassen Mengen sind.
Die Norm enthdlt entsprechende Hinweise. Die bekannten Zahlenbereiche (siehe Abschnitt 5)
und viele andere mathematische Objekte sind Mengen. Aber es ist aus logischen Grinden nicht
moglich, daB alle Klassen Mengen sind. So ist die Klasse aller Mengen selbst keine Menge, und
auch die Klasse aller Individuen (Allklasse) ist keine Menge.

Es wird hier ein begrifflicher Rahmen benutzt, der neben Mengen auch andere Klassen enthiit.
Man kann auch einen engeren Rahmen wahlen, in dem nur Mengen vorkommen. Das wird in
einer unreflektierten Weise oft gemacht, ist aber weder zwingend noch besonders vorteilhaft.
Man muB dann z.B. in Kauf nehmen, daB gewisse sprachliche Ausdricke (die Klassen
bezeichnen, die keine Mengen sind) bedeutungsleer werden.

2.3 Relationen und Funktionen

In der Mengenlehre zeigt man, daB man (geordnete) Paare von Individuen definieren kann, die
auch wieder Individuen sind. Dann lassen sich Relationen und Funktionen als spezielle Klassen
auffassen, und zwar Relationen als Klassen von Paaren und Funktionen als rechtseindeutige
Relationen. Relationen und Funktionen kénnen insbesondere Mengen sein, und bei den in der
Praxis auftretenden Relationen und Funktionen ist das gewdhnlich der Fall.
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2.4 Objektsprache und Metasprache

In der Logik unterscheidet man bei der Untersuchung eines logischen Systems zwischen der
Objektsprache, die die formale Logiksprache des betreffenden logischen Systems ist und die
das Objekt der logischen Untersuchung ist, und der Metasprache, in der diese Untersuchung
erfolgt.

Die Objektsprache hat eine genau festgelegte Syntax, welche die wohlgeformten Ausdricke
der Sprache festlegt, und eine Semantik, die angibt, wie die Sprache zu interpretieren ist. Die
in dieser Norm eingeflihrten sprachlichen Ausdrucksmittel konstituieren eine reichhaltige
logische Sprache, die geeignet ist, mathematische Sachverhalte auszudricken.

Als Metasprache, deren inhaltliches Verstdndnis vorausgesetzt werden muB, dient zunachst die
natlrliche Sprache, die man aber zugleich mit der Explikation der Objektsprache prazisiert und
erweitert, indem man die objektsprachlichen Bezeichnungen in inhaltlicher Weise Ubernimmt.

Fir die mathematische Praxis ist die Unterscheidung von Objektsprache und Metasprache nicht
erforderlich und eine durchgingige Formalisierung gar nicht praktikabel. Es genlgt, die
objektsprachlichen formalen Ausdriicke bei Bedarf inhaltlich zu verwenden. Fur eine
systematische Explikation der Ausdrucksmittel ist jedoch eine Darstellung als formale logische
Sprache zweckméBig.

2.5 Variablen

In der Sprache verwendet man gebundene Variablen, um sich in allgemeiner Weise auf gewisse
Objekte zu beziehen. Die Gesamtheit der Objekte, auf die sich eine Variable bezieht, bildet den
Bereich der Variablen. In einer Interpretation der Sprache muf3 die Variable vereinbart sein, d.h.
dieser Bereich muB festgelegt sein. Oft hat man eine einsortige Sprache, d.h. alle Variablen
sind von derselben Sorte und haben bei Interpretationen jeweils denselben Bereich.

Die Bereiche von Individuenvariablen bestehen nur aus Individuen. Dabei redet man von
universellen Individuenvariablen, wenn der Bereich die Allklasse ist, doch lassen sich auch
Individuenvariablen spezieller Sorten einflhren, deren Bereich jeweils aus den Individuen einer
speziellen Sorte besteht. In dieser Norm stehen die Buchstaben x,y,z (bei Bedarf mit
Unterscheidungsindizes) fir Individuenvariablen, wobei darauf verzichtet wird, Voraussetzungen
Uber die Bereiche genauer zu spezifizieren.

Wenn Variablen in einem Ausdruck frei vorkommen, so kénnen sie - oft nur voribergehend -
mit einem Element aus ihrem Bereich belegt werden. Flr eine Interpretation von Ausdricken
mit freien Variablen ist auch jeweils eine Belegung der freien Variablen erforderlich.

2.6 Konstanten

Konstanten sind Zeichen der Sprache, die fir bestimmte Individuen, Klassen, Relationen oder
Funktionen stehen. Eine Interpretation der Sprache legt diese Denotate fur die Konstanten
fest.

2.7 Formeln

Unter den Ausdricken der Sprache gibt es insbesondere Formeln. Der Begriff "Formel” ist
dabei im Sinne von "Aussageform” zu verstehen, d.h. es handelt sich um sprachliche
Ausdrlcke, die die Form einer Aussage haben, aber noch freie Variablen enthalten dirfen.
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Man schreibt auch ¢(x,,...,x,) fir eine Formel ¢, um Variablen x,,...,x, hervorzuheben, die
in der Formel frei vorkommen kdnnen. Eine Interpretation muB dann auch eine Belegung dieser
freien Variablen enthalten. Wenn keine freien Variablen vorkommen, so liegt eine Aussage vor.
Dann reicht es fir die Interpretation, daB fir die gebundenen Variablen Bereiche und far die
Konstantensymbole Denotate bereitgestellt werden.

Formeln dricken Behauptungen aus und werden durch Wahrheitswerte W oder F bewertet.
Wenn eine Formel bei einer Interpretation durch den Wahrheitswert W bewertet wird, so sagt
man auch, sie sei wahr oder erflllt (in der Interpretation). In der Logik betrachtet man Formeln
als syntaktische Objekte einer Metatheorie, die Syntax und Semantik umfaBt. Der normale
inhaltliche Gebrauch der Sprache besteht darin, eine Formel hinzuschreiben und sie dadurch
(als erfdllt) zu behaupten. Die gemeinte Interpretation ist dabei dem Kontext zu entnehmen. Oft
sind mehrere Interpretationen gemeint, etwa daB die Behauptung fir alle Belegungen der freien
Variablen oder alle Interpretationen gemeint ist, oder es wird die Behauptung in Abhangigkeit
von den Werten gewisser Variablen gesehen.

In dieser Norm stehen die Buchstaben ¢, ¢, 6 fir Formeln (bei syntaktischer Betrachtung) bzw.
Behauptungen (bei inhaltlicher Verwendung).

2.8 Terme

Unter den Ausdriicken der Sprache gibt es ferner Terme. Diese haben als semantische Werte
Objekte und kénnen als Namen dieser Objekte (relativ zu einer Interpretation) aufgefaft
werden. Man redet von Individuentermen, wenn diese Objekte Individuen sind, wie es z.B. bei
den Individuenvariablen der Fall ist. Die Werte von Termen konnen auch Klassen von
Individuen, Relationen zwischen Individuen und Funktionen von Individuen in Individuen sein.
Entsprechend kann man solche Terme als Klassenterme, Relationsterme bzw. Funktionsterme
bezeichnen.

In dieser Norm stehen «,b fUr Individuen, 4,B fir Klassen, Q,R fir Relationen, f.g far
Funktionen (bei inhaltlicher Verwendung) bzw. fir Individuenterme, Klassenterme, Relations-
terme, Funktionsterme (bei syntaktischer Betrachtung).
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